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Abstract

Abstract

Along with the outbreak of the third industrial revolution, combinatorics enjoyed a

great resurgence. It studies the discrete objects as computer science and digital commu-

nication technology do. Meanwhile, coding theory plays a fundamental role in the latter

two fields. In this dissertation, we will study several topics in coding theory from a com-

binatorial point-of-view. These problems include the optimal linear error-correcting block

codes, the nonlinear block codes used in powerline communications, the separable codes

designed to prevent collusion attacks for digital fingerprintings, and the sparse signal sam-

pling in compressed sensing theory.

In the first part, wewill investigate two kinds of optimal linear codes. Due to the highly

efficient encoding algorithms, linear codes are the most commonly used coding schemes in

daily lives. In Chapter 2, we will present how to construct submodule code chains from the

orbit matrices of difference sets. Our idea comes from Ding’s and Lander’s works. They

studied the cyclic codes from difference sets and the submodule codes from incidence struc-

tures, respectively. In this chapter, we will begin with the cyclic difference sets possessing

a semi-regular automorphism of a prime order and investigate the orbits of incidence ma-

trices under this automorphism. Using information about invariant factors of the Smith

normal forms of orbit matrices, submodule code chains are obtained. A lot of examples

will demonstrate that our resultant codes are optimal since their minimum Hamming dis-

tances can reach some theoretical upper bounds of linear codes. However, a weakness of

these codes is that they usually do not remain the cyclic property. Therefore, the decoding

complexity of them will be potentially higher.

To overcome this drawback, we will consider a class of linear codes with highly effi-

cient encoding and decoding algorithms in Chapter 3, namely the low-density parity-check

(LDPC) codes. These codes can be effectively decoded with recursive methods such as

message-passing algorithms. LDPC codes play important roles in almost every modern
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communication standard since their performances are extremely close to the Shannon limit.

Based on the binary dispersion of entries in difference matrices over a cyclic group, we

will get regular LDPC codes with quasi-cyclic property which can be equipped with even

faster encoding and decoding algorithms. Comparing with those from other combinatorial

structures in literature, our codes are equally well in the performance and with much more

flexibility on parameters.

The second part consists of Chapters 4 and 5. Our focuses are two classes of nonlinear

error-correcting codes widely used in powerline communications, namely the permutation

codes (PCs) and the constant-composition codes (CCCs). We remark that both codes have

been found to have important applications in other areas as well. The researches on PCs

went very slow. In fact, we only know how to construct optimal PCs with minimum Ham-

ming distance no larger than 3. For the general distances, even the good upper or lower

bounds on code sizes are difficult to get. In Chapter 4, we will provide a lower bound of

PCs via graph theory. To be specific, we shall establish a connection between PCs and in-

dependent sets of a well-chosen Cayley graph. The lower bound of PCs then comes along

with analysis of independence number of the graph. Our result asymptotically improves

the classical Gilbert–Varshamov bound with a factor of Ω(ln(n)) with distance d fixed and

code length n going to infinity.

Chapter 5 is dedicated to constant-composition codes. These codes can be regarded as

a relaxation of PCs by loosening the requirement that every symbol occurs exactly once in

each codeword. They can also be regarded as a generalization of classical binary constant-

weight codes. The systematic study of CCCs only began in late 1990s. Today, the problem of

determining themaximum size of a CCC constitutes a central problem in their investigation.

In 2008, Chee et al. completely solved the case of ternary CCCs with weight 3. In this

chapter, we will follow their work and construct optimal ternary CCCs with weight 4 and

distance 5 for all lengths. Ourmain tools are group divisible codes and several combinatorial

recursive methods.

All codes in the above two parts belong to the category of channel coding. In the last

VIII



Abstract

part, we shall switch our attention to some coding problems in information theory. In or-

der to fight against the pirates of multimedia contents, digital fingerprintings are embedded

to all legitimate distributions. Moreover, if we want to defend the collusion attacks, these

fingerprintings have to be delicately encoded. Separable codes (SCs) in Chapter 6 were in-

troduced by Cheng and Miao to resist the averaging attack which is the most common col-

lusion mode. We will investigate the upper and lower bound of SCs for strength two in this

chapter. By grouping coordinates, we can tremendously cut down the known upper bound.

On the special case that an SC coincidences with a linear vector space over a finite field,

the upper bound can be further reduced. Linear SCs matching this bound are constructed

via orthogonal arrays as well. On the other hand, probabilistic method and Stein–Lovász

theoremwill be applied to obtain the lower bounds of SCs.When we fix the code length and

let the alphabet size go to infinity, codes from probabilistic method share the same order to

the upper bound we have just derived.

Lastly, we present a way to acquire good compressed sensing matrices from algebraic

curves over finite fields in Chapter 7. The theory of compressed sensing studies the problem

of recovering sparse signals from outcomes of a small number (comparing to the signal

length) ofmeasurements. This setup can be easily restated in the language of a source coding

problem. Inspired by DeVore’s method based on polynomials over finite fields, we will start

with the algebraic curves. By evaluating the values of functions in the Riemann–Roch space

of a divisor at some rational points of the curve, binary sensing matrices are constructed.

With a proper choice of parameters, DeVore’s results are included in our scheme as a special

case. Numerical simulations will also show that our matrices are equally as good as the best

known random Gaussian matrices when the signals are not too long.

Keywords: algebraic curves, Cayley graph, coding theory, combinatorics, com-

pressed sensing, difference matrices, difference sets, independent sets, low-density

parity-check codes, permutation codes, probabilisticmethods, separable codes, Stein–

Lovász theorem
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的 码 的研究 的 4

中 码 的 的 Gilbert–Varshamov Ω(ln(n))

中 的 Cayley 的

中 的 合 中 的

中 的 的 的 中 的

的 Ramsey 研究中

Cayley 研究中的 方法 Sn

的 Cayley 码 Cayley 的

的 的 的

8



绪论

码的 学 合 的 SCI

IEEE Transactions on Information Theory

1.3.2 合码 组合 方法

码 C ⊆ Qn 常重复合码 Q中 C 中 码

的 的 码中 的 方

码 的 中的

合码 [72] Multiple Access Communication

中 [170] 码 Spherical Codes [73] DNA

码 [106,127] Frequency Hopping [41]

合研究 20 80 问题 合码

的码 码的码 中 研究 [20,33,86,163] 2008

Chee 3的 合码 [31]

5 中 类 合码的 问题

4 5 的 合码码 的

的 码 中 组

合 方法 Wilson 法 法 组 法 方法 的组合

中 的 组码 组合 中

组 的编码 的 合码

SCI IEEE Transactions on Information Theory

1.4 编码

的 研究中的

类编码问题

1.4.1 中的 码

的 的 的

的 的

法 的 的

9
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的 的 的

的 的

中 的

的 合法 的 的

的

的 的

中 的问题 合 Collusion

的 的

的 的 的

合 问题 Blakley [16]

1998 Boneh Shaw t- t-Secure 码 合 的 [21]

方 中合 的问题 合 的

法

合 中 的 方法 Trappe 2003 t-

合 码 t-Resilient AND Anti-Collusion Code t-AND-ACC 的 合

编码 t 的 [173] t-AND-ACC

的 的 Cheng Miao t- 合 码 t-

Resilient Logical Anti-Collusion Code t-LACC t- 码 t-Separable Code t-SC
[36] t- 码 t-LACC 的 中

t- 码的 问题 的 [35] t- 码的

2 3 的 2- 码

6 中 研究 2- 码的 问题 组的 法

Cheng 的 的 码 的

的 的

码 方 法 Stein–Lovász 码的

方法中 的 中 码

10
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的 方法 的 码的码

的 的

1.4.2

研究 的 中 的

的 方法 的 的 Shannon–Nyquist

的 的 2 Nyquist

的 的 Nyquist 的 的

[70] 方 的

编码 中 的 编码 中 Donoho

的 中 编码的

编码 合 的 [67]

Donoho [67] Candès Tao [29] 的 的

Compressed Sensing 中 的

的 的 的

组 的 Nyquist 的

的 的 的 合 的

的 问题 的

的 的

的 的

的研究 的

学 合的

的研究 中 方 研究 的

法的 中 的 中的 问题 的

的方 的

的 的

[29] 的 [44] 的

的 方 的研究

[5,22,25] 的 的

11
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的 法 的 [130]

的 中 的

7 中 编码 中 几 码的 DeVore

的 法 [56] 的 的

的 Riemann–Roch 的 的

的 DeVore的 的方法

的 的 的 Gauss

学 问 学

研究 合 的 SCI IEEE

Transactions on Information Theory

12



线性码码链的差集构造

2 码码 的

中 码 类 的 码 码的

的 的编码 码 法

中 [38,77,179] BCH码 DVD

码 中 Reed–Solomon码的

类 的 方 码 类 CD DVD

DSL WiMAX的 DVB ATSC的

RAID 6 中 的 码 方法中

码的 的 [6,59,134,142,151,182,192]

类 组 码的研究中 的组合

Incidence Matrix Tonchev 的 合 中 组合

的 码的方法 [172] Lander 1983

Symmetric Design 的 码 的 法 [114] 研究

的 码 学

的 码 类研究 [94,126,133,171]

中 Ding 码 Lander

码 的 法 研究 的 码码 的问

题 的 的 方法 码

的 的 码 的 的方法

码的 的 方 方 Lander 的

的 码 Submodule Code Chain 的 的

法 研究 的 问题中 类 的

(511, 255, 127)- Hadamard 的码 的 类

码 的 的 研究中

的 2.1 组合 编码 中的

2.2 中 的

13
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码码 的 法 2.3 中

(511, 255, 127)- Hadamard 中 的 码码 的

2.1

2.1.1 组合

2.1. (X,B) 集合系统 Set System 中 X

的 点 Points B ⊆ 2X 的 区组 Blocks

X 的 合 的阶 Order K 的

合 B中的 组 B ∈ B的 K 中 |B| ∈ K 合

(X,B) K-均匀的 K-uniform

2.2. D = (X,B) v 合 |B| = b D的关联矩阵

Incidence Matrix b× v A 中 A(i, j) = 1 j

i 组 中 A(i, j) = 0

合 同构的 的 合 的

合 的自同构 的

的 组 合 的 合 的 的

(P,Q) A = PAQ 中 A 合 的

组的 半正则的 Semi-Regular

2.3. v, k, t λ 中 v ≥ k ≥ t D = (X,B) {k}-

的 v 合 X 中 t λ 组中

合 D t-(v, k, λ)设计 t = 2 (v, k, λ)-

2-(v, k, λ) D = (X,B)中 组的 b = |B| = λv(v−1)/(k(k−1))

r = λ(v − 1)/(k − 1) 组中 v = b 的 k = r

D 对称的 Tonchev编 的 [172]中 的

码的方法 [171] 的 2-(v, k, λ)

码 的 码

的 类研究 [94,126,133]

14



线性码码链的差集构造

2.4. G v 法 中的 0 D

G 中的 k λ 的 G 中

g ∈ G \ {0} D中 组 的 λ (x, y) g = x− y D G

中的 (v, k, λ)-差集 的 G Abel

D Abel的 循环的 (v, k, λ)- 的阶 n = k − λ

2.5. G v Abel 中的 法 a ∈ G 合 S ⊆ G

S + a = {x+ a | x ∈ S}

S + a S 的 平移 Translation

的 (v, k, λ)- (v, k, λ)- 的

定理 2.6：设 G 为 v 阶有限群，其运算为加法。则存在 G 中的 (v, k, λ)-差集的

充分必要条件是存在一个正则的 (v, k, λ)-对称设计，它有一个与 G 同构的自同构

群 G̃，并且 G̃ 在此设计的点集上正则的。

定理 2.7：设 G 为 v 阶 Abel 群，D 为 G 的 k-子集。令

dev(D) = {D + g | g ∈ G}，

则 D 为 G 中一个 (v, k, λ)-差集的充分必要条件是，(G,dev(D)) 构成一个

(v, k, λ)-对称设计。

的

码的 [6,59,134,142,151,182,192] 中 研究

的 的 码

2.1.2 码

码的 Fq q 中 q

n, k, d n ≥ k n ≥ d [n, k, d]q 码 的

Fn
q 中的 k C 中 码 的 d

[n, k, d]q 码 最优的 的 d [n, k]q 码中的

15
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Fq 的 码 中 码 码

中 的 码 等

价的

(v, k, λ)- 的 的 Fq 的

v 码 码的 Fq 的

性质 2.8：假设 C 是一个 (v, k, λ)-对称设计的关联矩阵中所有行向量在有限域 Fq

上张成的行空间中所有向量组成的 v 长线性码。则，

1. 如果 q | k − λ，那么 2 ≤ dim C ≤ (v + 1)/2；

2. 如果 q ∤ k − λ，并且 q | k，那么 dim C = v − 1；

3. 如果 q ∤ k − λ，并且 q ∤ k，那么 dim C = v。

Singer 码的

m ≥ 2 p 几 PG(m − 1, p)的

(
pm − 1

p− 1
,
pm−1 − 1

p− 1
,
pm−2 − 1

p− 1

)
的 的 经典参数 Classical Parameter [p,m]

方法 中 α Fpm 的 法

⟨α⟩ = F×
pm 合 D = {0 ≤ i ≤ v − 1 | Trace(αi) = 0}

Z/(vZ)中的 [p,m]的 中 v = (pm − 1)/(p− 1)

Trace Fpm Fp的迹函数

Trace(β) =
m−1∑
i=0

βpi β ∈ Fpm

的 Singer差集

[2, 4] 的 Singer Z15 := Z/(15Z) 的

D = {0, 1, 2, 4, 5, 8, 10} (15, 7, 3)- (G,dev(D))

(15, 7, 3)- 的 A 15× 15的 中的

[111011001010000] 的 k − λ = 7 − 3 = 4

16



线性码码链的差集构造

q A的 Fq [15, 15, 1]q 码 F15
q

q = 2 A的 [15, 5, 7]2 码 码

的 [92]

2.2 码码

2.2.1 码码

中 码的方法 方法

码 Lander 中

码码 的 方法 [114] 中的 法

中的 码 法 的

m 秩 Rank m的格 Lattice Qm中

m的 Z- 中 组 的 合 的 m×m

的 的 的

的生成矩阵 Generating Matrix 方 的 ±1

幺模 Unimodular V U L的

的 P V = PU

p 方法 L中 Fp 的

码 L ⊆ Zm 的 方法 L p Reduction Module

p 方法 L中 码的 码

πm : Zm → Fm
p

p 的 α = . . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .

Fp 的码 Cα

Cα = πm(p−αL ∩ Zm)

的

· · · ⊆ C−1 ⊆ C0 ⊆ C1 ⊆ C2 ⊆ · · ·

17
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码 Cα的 L的 V的不变因子 Invariant Factors

性质 2.9：设 L ⊆ Zm 为一个格，整数矩阵 V 是它的生成矩阵。令 πi 是矩阵 V

中恰被 pi 整除的那些不变因子 d 的数目。那么对于所有 α < 0，均有

dim Cα = 0，

而对于任意 α ≥ 0，均有

dim Cα = π0 + · · ·+ πα。

证明. L ⊆ Zm Cα 的 方法 α < 0

dim Cα = 0

P Q PVQ S

PVQ = S =

d1 0
. . .

0 dm


PV = SQ−1 SQ−1 L的 v1, . . . ,vm ∈

Zm SQ−1的 d1v1, . . . , dmvm 的 方法 合

{πm(vi) | di ̸≡ 0 (mod pα+1)} 码 Cα的 组 dim Cα = π0+· · ·+πα

的 法 的 A 的

Smith S = PAQ 中 P,Q,S v × v S

S = diag(d1, . . . , dv) Fp 的码 Cα {πm(vi) | di ̸≡ 0 (mod pα+1)}

中 v1, . . . ,vv Q−1的

[2, 4]的 Singer 的 的

的 A 中 [111011001010000] A

的 Smith

S = PAQ = diag(1, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 4, 4, 4, 28)

p = 2 A 的 码 Q−1 的

v1, . . . ,v15 C0 的 组 {π15(vi) | 1 ≤ i ≤ 5} C1 的

18



线性码码链的差集构造

{π15(vi) | 1 ≤ i ≤ 11} S的 5 11 2 4

码的 C0 [15, 5, 7]2 码 C1

[15, 11, 3]2 码 码 的 C0 C1的 Dual 码

[15, 10, 4]2 [15, 4, 8]2的 码 的

2.2.2 码码

D 2-(v, k, λ) D t 的 组的

φ 中 t 的

的 组 D的 组

A 的

A =

 A1,1 · · · A1,v/t
... . . . ...

Ab/t,1 · · · Ab/t,v/t


中 Ai,j t 的 的 ⟨φ⟩ 的 i 组

中的 组 ⟨φ⟩ 的 j 中的

(b/t)× (v/t)

M =

 m1,1 · · · m1,b/t
... . . . ...

mb/t,1 · · · mb/t,v/t


中mi,j Ai,j 中 的 1 的 的 i 组

中的 组 j 中的 mi,j 的 j 中的

i 组 中的 mi,j 组中 M D

φ的轨道矩阵 Orbit Matrix

M 的 的 码

[2, 6]的 Singer (63, 31, 15)- t = 3

的 的 方法 码码 中

C2 [21, 12]2 码 的 d = 5 码 的

码 C⊥
2 [21, 9, 8]2 码

19
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2.2.3

中 类 中 码码 的

的 的 码

码码 中的 码 码 的 码 码

⋆ 的 码 码 的 中

的码 的 的

的码中 的

2.1 2.2中 Singer 码码

的

2.10. q PG(2, q)中 m 组 的 合

A中 A m-弧 m-Arc q

(q + 1)- 椭圆 Oval q (q + 2)- 超椭圆

Hyperoval

类 的 单项式超椭圆 Monomial Hyperoval

PG(2, 2d)中 的

D(xk) = {(1, t, tk) | t ∈ F2d} ∪ {(0, 1, 0), (0, 0, 1)}

PG(2, 2d)中 的

1. Segre D(x6) 中 d ≥ 5

2. Glynn I D(xσ+γ) 中 d ≥ 7 σ = 2(d+1)/2 d ≡ 1

(mod 4) γ = 2(3d+1)/4 γ = 2(d+1)/4

3. Glynn II D(x3σ+4) 中 d ≥ 11 σ = 2(d+1)/2

的 的

的 的 Segre Glynn

定理 2.11 (Evans等 [75])：令 q = 2d。如果 D(xk) 是射影平面 PG(2, q) 中的一个超椭

圆，那么集合 Dk,d = Im(τ)\{0} 是循环群 F×
q 上的一个 (q−1, q/2−1, q/4−1)-差

20



线性码码链的差集构造

2.1 Singer 的 码码

码 码

(24 − 1, 23 − 1, 22 − 1) 1
C0 [15, 5, 7]2⋆ [15, 10, 4]2⋆
C1 [15, 11, 3]2⋆ [15, 4, 8]2⋆

(25 − 1, 24 − 1, 23 − 1) 1

C0 [31, 6, 15]2⋆ [31, 25, 4]2⋆
C1 — [31, 15, 8]2⋆
C2 [31, 26, 3]2⋆ [31, 5, 16]2⋆

(26 − 1, 25 − 1, 24 − 1)

1
C0 [63, 7, 31]2⋆ [63, 56, 4]2⋆
C3 [63, 57, 3]2⋆ [63, 6, 32]2⋆

3
C1 — [21, 11, 6]2⋆
C2 [21, 12, 5]2⋆ [21, 9, 8]2⋆

7
C1 [9, 4, 4]2⋆ —
C2 — [9, 3, 4]2⋆

(28 − 1, 27 − 1, 26 − 1)

3

C1 — [85, 68, 6]2
C2 — [85, 60, 8]2
C3 — [85, 24, 24]2
C4 — [85, 16, 32]2

5

C1 — [51, 42, 4]2⋆
C2 [51, 17, 16]2 —
C3 — [51, 16, 16]2
C4 — [51, 8, 24]2⋆

17
C1, C2 [15, 5, 7]2⋆ [15, 10, 4]2⋆
C3, C4 [15, 11, 3]2⋆ [15, 4, 8]2⋆

(29 − 1, 28 − 1, 27 − 1) 7
C2 — [73, 45, 10]2
C3 — [73, 36, 16]2

(210 − 1, 29 − 1, 28 − 1)

11

C1 — [93, 87, 2]2⋆
C2 — [93, 77, 6]2⋆
C3 [93, 36, 20]2 —
C2 — [93, 35, 20]2
C4 [93, 88, 2]2⋆ [93, 5, 48]2⋆

31

C1, C2 [33, 6, 16]2⋆ —
C3 [33, 16, 8]2⋆ —
C4 — [33, 15, 8]2
C5 — [33, 5, 16]2⋆

21



浙江大学博士学位论文

2.2 Singer 的 码码

码 码

(3
4−1
3−1

, 3
3−1
3−1

, 3
2−1
3−1

)
2

C0 — [20, 15, 4]3⋆
C1 [20, 4, 12]3⋆ —

5
C0 [8, 3, 5]3⋆ [8, 5, 3]3⋆
C1 [8, 6, 2]3⋆ [8, 2, 6]3⋆

(3
5−1
3−1

, 3
4−1
3−1

, 3
3−1
3−1

) 11 C1 [11, 6, 5]3⋆ [11, 5, 6]3⋆

(3
6−1
3−1

, 3
5−1
3−1

, 3
4−1
3−1

)

2 C0 — [182, 172, 4]3⋆

7
C0 [52, 4, 34]3⋆ [52, 48, 2]3⋆
C3 [52, 49, 2]3⋆ [52, 3, 36]3⋆

13
C0 [28, 4, 18]3⋆ —
C3 — [28, 3, 18]3⋆

(3
8−1
3−1

, 3
7−1
3−1

, 3
6−1
3−1

) 41
C0 [80, 5, 53]3⋆ [80, 75, 3]3⋆
C5 [80, 76, 2]3⋆ [80, 4, 54]3⋆

(3
9−1
3−1

, 3
8−1
3−1

, 3
7−1
3−1

) 757 C1 [13, 7, 4]3⋆ [13, 6, 6]3⋆
(4

3−1
4−1

, 4
2−1
4−1

, 1) 3 C0 [7, 4, 3]4⋆ [7, 3, 4]4⋆
(4

5−1
4−1

, 4
4−1
4−1

, 4
3−1
4−1

) 11 C0 — [31, 25, 4]4⋆
(4

7−1
4−1

, 4
6−1
4−1

, 4
5−1
4−1

) 43 C0 — [127, 119, 4]4⋆

(5
4−1
5−1

, 5
3−1
5−1

, 5
2−1
5−1

) 13
C0 — [12, 8, 4]5⋆
C1 — [12, 3, 8]5⋆

(5
5−1
5−1

, 5
4−1
5−1

, 5
3−1
5−1

)
11

C0 — [71, 65, 4]5⋆
C2 [71, 66, 3]5 —

71 C1 [11, 6, 5]5⋆ [11, 5, 6]5⋆

(5
6−1
5−1

, 5
5−1
5−1

, 5
4−1
5−1

) 31
C0 [126, 7, 95]5⋆ —
C3 — [126, 6, 95]5

(3
5−1
3−1

, 3
4−1
3−1

, 3
3−1
3−1

) 11 C0 [11, 6, 5]9⋆ [11, 5, 6]9⋆
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2.3 Segre 的 码码

码 码

(29 − 1, 28 − 1, 27 − 1) 7
C0, C1 [73, 18, 24]2 [73, 55, 6]2
C3 [73, 36, 16]2 —
C4 [73, 45, 10]2 —

(211 − 1, 210 − 1, 29 − 1)
23

C1, C2 [89, 22, 28]2 —
C3 [89, 33, 20]2 [89, 56, 11]2
C5 [89, 55, 12]2 [89, 34, 20]2

C6, C7 [89, 66, 8]2 [89, 23, 28]2
89 C3, C4, C5 [23, 11, 8]2⋆ [23, 12, 7]2⋆

2.4 Glynn I II 的 码码

码 码

(29 − 1, 28 − 1, 27 − 1) 7
C1 [73, 18, 24]2 [73, 55, 6]2
C3 [73, 36, 16]2 —
C4 [73, 45, 10]2 —

(211 − 1, 210 − 1, 29 − 1)
23

C0 [89, 11, 40]2⋆ [89, 78, 4]2⋆
C1 [89, 22, 28]2 —
C7 [89, 66, 8]2 [89, 23, 28]2
C8 [89, 77, 4]2⋆ —

89 C3 [23, 11, 8]2⋆ [23, 12, 7]2⋆

集，其中映射

τ : Fq → Fq

x 7→ τ(x) = x+ xk，

而 Im(τ) 表示映射 τ 的象集。

2.3 2.4中 Serge Glynn I II 中

码的

m gcd(a,m) = 1 的 a ∆h(x) =

(x + 1)d + xd + 1 中 d = 4h − 2h + 1 的 法 F×
2m 的

α 合

Ba = logα (F2m \∆a(F2m))

Dillon–Dobbertin a = 1 a = 2 Dillon–Dobbertin

23
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2.5 Dillon–Dobbertin 的 码码

a 码 码

(28 − 1, 27 − 1, 26 − 1) 3

3
C2 [85, 24, 24]2 —
C3 [85, 60, 8]2 [85, 25, 24]2

5

C1 [51, 8, 24]2⋆ —
C2 [51, 16, 16]2 —
C3 — [51, 17, 16]2
C4 [51, 42, 4]2⋆ —

17
C1, C2 [15, 4, 8]2⋆ [15, 11, 3]2⋆
C3, C4 [15, 10, 4]2⋆ [15, 5, 7]2⋆

(29 − 1, 28 − 1, 27 − 1) 4 7 Glynn I II 中
(210 − 1, 29 − 1, 28 − 1) 3 11 C7 [93, 82, 4]2⋆ —

(211 − 1, 210 − 1, 29 − 1)

3 23
C2 [89, 11, 40]2⋆ [89, 78, 4]2⋆
C6 [89, 11, 40]2⋆ —

89 Glynn I II 中

4 23

C1, C2 [89, 22, 28]2 —
C3 [89, 33, 20]2 —
C5 [89, 55, 12]2 [89, 34, 20]2

C6, C7 [89, 66, 8]2 [89, 23, 28]2
89 Glynn I II 中

Singer Segre 2.5中 类 的 码码

中 a 中 a的

2.3

(v, k, λ)- Hadamard 的 n v =

4n− 1 k = 2n− 1 λ = n− 1 Hadamard Hadamard

Two-Level Autocorrelation Sequence

中 [90,143,148] Baumert 1971 Hadamard

中 G的 v 的

1. v = p 中 p p ≡ 3 (mod 4)

2. v = p(p+ 2) 中 p p+ 2

3. v = 2n − 1 中 n 2的

中 类 的 Maximal

Length Sequence m- 类 [89] 研究
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的 Baumert Fredericksen 1967 研究 (127, 63, 31) [10] Cheng

1982 研究 (255, 127, 63) [37] Dreier Smith Kim 的研究

(511, 255, 127) [69,105] Gaal Golomb 2001 研究 (1023, 511, 255) [82]

中 (511, 255, 127)- Hadamard 中 的 码码

[69,105] 5类 的 (511, 255, 127)-

的 i = 0, 1, . . . , 2n − 2 s中 i 的

s(i) = 0 i ∈ D 5类 的 (511, 255, 127)- Hadamard

5 中 α F29 的 Trace F29

F2的 i = 0, 1, . . . , 510

1. m511 m- s(i) = Trace(αi)

2. G511 GMW- s(i) = Trace(αi + α11i + α43i)

3. M511-1 s(i) = Trace(αi + α23i + α31i)

4. M511-2 s(i) = Trace(αi + α51i + α57i + α83i + α111i + α125i + α183i)

5. M511-3 s(i) = Trace(αi+α7i+α57i+α77i+α83i+α103i+α111i+α127i+α183i)

511 = 7 · 73 t 7 73的

t = 73 类 的 码码 中 C̃0 C̃1

码 的 1 + x7 1 + 7x3 + 7x4 + x7 中 的

GMW- 的 C0 = C̃0 C1 = C̃1 类 C0 = C1 = C̃0 C2 = C̃1

t = 7的

的码 的

• m511

– #1 [73, 1, 73] = [73, 1, 73] ⊆ [73, 28, 9] ⊆ [73, 37, 9] ⊆ [73, 46, 9]

– #2 [73, 1, 73] ⊆ [73, 7, 32] ⊆ [73, 19, 9] ⊆ [73, 37, 9] ⊆ [73, 55, 4] ⊆ [73, 67, 1]

• G511:

25



浙江大学博士学位论文

– #1 #2 m511的 #1 #2

– #3 [73, 1, 73] ⊆ [73, 13, 24] ⊆ [73, 19, 9] ⊆ [73, 37, 9] ⊆ [73, 55, 4] ⊆ [73, 61, 1]

– #4 [73, 1, 73] ⊆ [73, 13, 24] ⊆ [73, 28, 9] ⊆ [73, 37, 9] ⊆ [73, 46, 4] ⊆ [73, 61, 1]

– #5 [73, 4, 32] ⊆ [73, 7, 32] ⊆ [73, 25, 9] ⊆ [73, 37, 4] ⊆ [73, 49, 4] ⊆ [73, 67, 1] ⊆

[73, 70, 1]

– #6 [73, 4, 32] ⊆ [73, 10, 28] ⊆ [73, 19, 9] ⊆ [73, 37, 4] ⊆ [73, 55, 4] ⊆ [73, 64, 1] ⊆

[73, 70, 1]

– #7 [73, 7, 32] ⊆ [73, 10, 32] ⊆ [73, 16, 9] ⊆ [73, 37, 4] ⊆ [73, 58, 4] ⊆ [73, 64, 1] ⊆

[73, 67, 1]

– #8 [73, 7, 32] ⊆ [73, 10, 28] ⊆ [73, 25, 9] ⊆ [73, 37, 4] ⊆ [73, 49, 4] ⊆ [73, 64, 1] ⊆

[73, 67, 1]

• M511-1 M511-2

– #1 [73, 1, 73] ⊆ [73, 19, 21] ⊆ [73, 28, 16] ⊆ [73, 37, 9] ⊆ [73, 46, 9] ⊆ [73, 55, 6]

• M511-3

– #1 [73, 19, 21] = [73, 19, 21] ⊆ [73, 28, 16] ⊆ [73, 37, 9] ⊆ [73, 46, 9] ⊆

[73, 55, 6]

中 # 的码 的 GMW- 7

的 码 8
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3 LDPC码的

3.1 LDPC码

3.1. H F2 的 中 “1”的

稀疏的 H 的 码 低密度奇

偶校验码 Low-Density Parity-Check Code LDPC码

LDPC 码 的 码 法 码 法

Sum-Product Algorithm Belief-Propagating 法 的

[83,125,137] 的 Gauss Additive White Gaussian Noise

AWGN 码 1/2 码 107 的 LDPC码 方法

码 10−6 Shannon 0.0045dB Shannon

的 码 [42]

1962 Gallager 的 中 LDPC码的 的

LDPC码研究的 [83] 的

LDPC码的 Gallager LDPC码 MacKay 的

30 LDPC码 中 Tanner 的 LDPC码的

的 [167] Tanner 的 LDPC码的 码

MacKay [125] 中 LDPC码

的 LDPC码 码 Gallager的

码 法 码方法的 方法 的 LDPC码的

LDPC码 的 LDPC码的研究 码 法的

的 码的 的 的

中的 LDPC码的 方 的研究

中

的 LDPC码 方法 类 类 码 Random

Code [83,125,136,137,140,149] 类 码 Structured Code
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[111,168,169,176] 码 的

的 Girth Degree Distribution 码

的 组合方法 码 的 LDPC码 的

LDPC码 Shannon 码的问题 的

的编码方 的 码 编码 中

码 Cyclic Code 码 Quasi-Cyclic Code 的编码

的 [111,121,166,168] 编码 Serial Encoding

Parity-Check Bits 的 编码 Parallel

Encoding 码 的 中 码 的

LDPC码 Bit-Error Rate Block-Error Rate

/ 码 Error-Floor 合 码 的

3.2. H LDPC码 C 的 H的

的 γ 的 ρ LDPC码 C

正则的 Regular (γ, ρ)-正则的 中的 γ ρ 码的

H的 的 码 C 不规

则的 Irregular

几 的 LDPC码 方法中 H的

的 1

行列限制 Row-Column Constraint H的 H

的 LDPC码 的 Tanner [167] Tanner Graph 中 4的

Tanner 的 6 [111,122,139] 的 LDPC码 码 中

的 γmin H的 的 LDPC

码的 Hamming γmin + 1 [111,122,139]

的 的 LDPC码 的 的

LDPC码 的 几 [111] [113,190]

的 LDPC码
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3.2 LDPC码

3.2.1 LDPC码

LDPC码的 H 的 方 组 的

的 LDPC码 拟循的（Quasi-Cyclic） QC-LDPC

码 的 法 Message-Passing Algorithm

码 的 LDPC码 中 的

[122,139] Shannon 码 AWGN

中的 的 LDPC码 [113]

LDPC码 编码 码 法的 中 编码

的 [120] 码的 的

[34] Wire Routing 法 [34,180] 码

的 LDPC码的 学 的

类 LDPC码的 方法 的研究 中

的

LDPC码的方法

3.3. F2 的 方 中的 1

的 置换矩阵 Permutation Matrix PM 的 v

法的 Pv 的 v!

3.4. (G,+) v G中的 v × v 的

δ : G → Fv×v
2

g 7→ δ(g)

中 δ(g) (i, j) 的 1 j − i = g ∈ G

g的G-重二元矩阵散布 G-Fold Binary Matrix Dispersion 二元

矩阵散布
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g ∈ G δ(g) v

δ (G,+) (Pv, · )的

m× n W = [wi,j] 中的 G 中的

wi,j ∈ G 的 的 δ(wi,j)

m× n的 v 
δ(w0,0) δ(w0,1) · · · δ(w0,n−1)
δ(w1,0) δ(w1,1) · · · δ(w1,n−1)

... ... . . . ...
δ(wm−1,0) δ(wm−1,1) · · · δ(wm−1,n−1)


mv × nv的 δ(W) W的二元矩阵

散布

的 的 G v Zv := Z/vZ = {0, 1, . . . , v − 1}

v × v 的 k ∈ Zv 的

δ(k)中 (i, j) 的 1 j − i ≡ k (mod v)

0 的 中 k 1 的

的 的 循环置换矩阵 Circulant

Permutation Matrix CPM 的 δ(0) v Iv δ(k)

Iv 的 k 的 中 k = 0, 1, . . . , v − 1

W Zv 的 m × n δ(W)

δ(W) 码 C 的 码 LDPC码 C

编码 码 Abel G 的

W的

3.2.2

G 的m× n W的 δ(W) LDPC码的

δ(W) 的 Tanner 中 4的

的

引理 3.5：令 W = [wi,j] 是一个 m × n 阶矩阵，其中每个元素来自于一个 v 阶

Abel 群 G。那么矩阵 W 的二元散布 δ(W) 满足行列限制，当且仅当对于任意不同

的两行 0 ≤ i ̸= j ≤ m− 1，n 个差 wi,k −wj,k 都是两两不同的，k = 0, 1, . . . , n− 1。
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的 n = v 的 中的 类

Difference Matrix DM 的组合学

3.6. (G, ◦) v (v, k;λ)-差矩阵 (v, k;λ)-DM 的

k × vλ D = [di,j] 中的 G 的

0 ≤ i ̸= j ≤ k − 1 合 *di,l ◦ d−1
j,l | 0 ≤ l ≤ vλ − 1+中 G中

λ λ = 1 (v, k)-DM

G Abel 合

*di,l − dj,l | 0 ≤ l ≤ vλ− 1+ G = Zv 的

循环的 Cyclic (v, k;λ)-CDM (v, k;λ)- 中的 几

组 的

的研究 的 问题 [12,48]

方 的 码 [157]

Authentication Code without Secrecy [45,46] [110] 码

的 Steiner [183] General Steiner Triple System

的 的研究 的 的

定理 3.7 (Jungnickel [104])：如果 k > vλ，那么不存在 (v, k;λ)-差矩阵。

定理 3.8 (Drake [68])：令 G 是一个偶数阶的群，其大小 |G| = v。如果 λ 是一个奇

数，并且 G 的 Sylow 2-子群是一个循环群，那么不存在 G 上的 (v, 3;λ)-差矩

阵。特别的，当 λ 为奇数时，不存在 (v, 3;λ)-差矩阵，使得 v ≡ 2 (mod 4)；也不存

在偶数阶循环群 Zv 上的 (v, 3;λ)-差矩阵。

定理 3.9 (Ge [85])：存在一个 (g, 4; 1)-差矩阵当且仅当 g ≥ 4 并且 g ̸≡ 2 (mod 4)。

定理 3.10 (Evans [74])：存在一个 Zv 上的 (v, 5; 1)-循环差矩阵，当且仅当 v 是

奇数并且 v ̸∈ {3, 9}，可能的例外是 v = 9p，其中 p 是一个奇素数，并且

p ̸∈ {5, 7, 11, 13, 17, 23, 29, 31, 109}。

定理 3.11 (Buratti [24])：存在一个 v 阶群 G 上的 (v, p; 1)-差矩阵，其中 p 是 v

的最小素因子。
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的 方法 方法 的

定理 3.12 (Buratti [24])：令 H 是群 G 的一个正规子群。如果同时存在群 H 上

的 (u, k;λ)-差矩阵和群 G/H 上的 (v/u, k;λ′)-差矩阵，那么群 G 上存在一个

(v, k;λλ′)-差矩阵。特别的，如果存在一个群 G 上的 (v, k;λ)-差矩阵和一个群 H

上的 (u, k;λ′)-差矩阵，那么存在群 G×H 上的一个 (vu, k;λλ′)-差矩阵。

方法 Tensor Product Kronecker 法

定理 3.13 (Shrikhande [147])：如果存在群 G 上的一个 (v, k;λ)-差矩阵和一个

(v, k′;λ′)-差矩阵，那么存在群 G 上的一个 (v, kk′;λλ′)-差矩阵。

中的 方法 的

定理 3.14 (Drake [68])：令 EA(g) 是（唯一的）由素数阶循环群直积（Direct Prod-

uct）得到的 g 阶群。有限域 Fq 的乘法表是群 EA(q) 上的一个 (q, q; 1)-差矩

阵。

定理 3.15 (Colbourn与Colbourn [50])：令 v 和 k 是两个正整数，满足条件 gcd(v, (k−

1)!) = 1。对于每个 i = 0, 1, . . . , k − 1 和 j = 0, 1, . . . , v − 1，令 di,j ≡ ij (mod v)。

则 D = [di,j] 就是一个 (v, k)-循环差矩阵。特别的，如果 v 是一个奇素数，那么对

于所有整数 k ≤ v，都存在一个 (v, k)-循环差矩阵。

Colbourn 的 Drake 的 的

类 LDPC码的

3.3

D Abel (G,+) 的 (v, k)- W D的 m × n

δ(W ) δ(W ) 的 LDPC码

6的 LDPC码 编码 码 中的

Zv 的 δ(W)

中 421 Z421 D = [di,j] 5 × 421
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B
E
R

10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

SNR (dB/N0)
1 2 3 4 5 6

LTL(8420,6315,5)

DM(8420,6315,5)

3.1 LDPC码 码 0.75

中的 di,j = i · j ∈ Z421 0 ≤ i ≤ 4 0 ≤ j ≤ 420 3.15 D

(421, 5)- W D中 20 组 的 5× 20的

的 H = δ(W) 2105×8420 的 中 的

5 的 20 H LDPC码 C

8420 6319 码 0.75 码 Lan 中的

的 [112] 3.1中 码的 中 LTL(8420, 6315, 5)

Lan 中的 DM(8420, 6315, 5) 的码 中的

Signal-Noise Ratio SNR Bit-Error Rate BER

中 中 2.8dB 的码 的

3.0dB的 的 Lan 的

10−4 中 方 码的

的码 组 5的 组 Balanced Incomplete

Block Design BIBD 的 方法 中 5的

LDPC码 的 中 的 法

421的 LDPC码 的

中 Z91 的 (91, 7)-
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B
E
R

1e-07

1e-06

1e-05

1e-04

1e-03

1e-02

1e-01

SNR

1 2 3 4 5 6

 VM(4610,4149,5)
 DM(4550,4099,5)

3.2 LDPC码 码 0.9

LDPC码 的 中 中的 5 50

455 × 4550 的 H H的

4550 码 0.9的 码 码 Vasic Milenkovic

中的 [176] 3.2中 码 几 的

的 中 Cyclic Difference Family

的 法 的 方法的

的
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4 码 的

4.1 码

码 Permutation Code Permutation Array

的研究 [57,78] 学

[76,132,177] 组 码 [54] [101,102]

中的 码 的

中 n 的

的 的

的 [39,132] 的

的 的方 码

编码 n n的码 中

中 类

• 的 的 Narrowband 类 的

中 的

• Impulse Noise 的 的

• 的 的 White

Gaussian Noise

的 中 的

的 中 类 的 研究

码 编码 类的 [76,177]

的 n 码 的码 编码

的

4.1. Sn n {1, 2, . . . , n} 的 的
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置换码 Permutation Code 的 C ⊆ Sn的 码

C 的长度 n 中的 码字

码 C 的 的 的 σ, π ∈ Sn

的 Hamming距离 dH(σ, π) 的

dH(σ, π) = |{i ∈ [n] | σ(i) ̸= π(i)}|

中 [n] = {1, 2, . . . , n} 的 σ π 的 δ σπ−1

n− δ ∣∣{i ∈ [n] | σπ−1(i) = i}
∣∣ = n− δ

dH(σ, π) = dH(id, σπ
−1) 的 中 id Sn 中的

Identity 的 id ∈ C

4.2. 码 C ⊆ Sn 中 的 Hamming d

C 最小 Hamming距离 d n Hamming d的

码 (n, d)-置换码 PA(n, d) PA(n, d)中 的 的码

M(n, d)

的 学 的 码

Chebyshev [107,108] 中 Hamming

中 码 类 中的

方法研究 的 码 M(n, d)的

码 的 法 的 问题的

的码类 的 研究

Jiang Vardy [103] 的 Vu Wu [178] 码 的

q 码的 Gilbert–Varshamov Jiang Vardy

中 中 的 中 的 t

的

的 中

中的 m m 码 的 Gilbert–Varshamov
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的 的 m

t的 几 的

的 的

Alon Spencer的 The Probabilistic Method [3] 中

问题 的

4.2 中 码 的

4.3 中 的 M(n, d) 的

4.4 中

4.2 的

码的 研究问题 M(n, d)的 问

题 的 n 的 d

4 ≤ d ≤ n− 1 的 [49,60,71,79] 的

中 研究M(n, d)的 的 的组合

引理 4.3： 1. M(n, 2) = n!，M(n, 3) = n!/2，M(n, n) = n；

2. M(n, d) ≤ nM(n− 1, d)；

3. M(n, d) ≤ n!/(d− 1)!。

D(n, k) 中的

4.4. n k 0 ≤ k ≤ n D(n, k) Sn中

id k的 组 的 合

D(n, k) := {σ ∈ Sn | dH(σ, id) = k}

合 D(n, k)的

|D(n, k)| =
(
n

k

)
Dk

中 Dk k Derangement
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4.5. D(n, 1) = ∅ 合 D(n, 2)

D(n, 3) 2的 Transposition 3的 组

合 D(n, 4)中的 类 4的 2- 的合

码的 Gilbert–Varshamov Sphere Packing

d 的 的

定理 4.6：
n!∑d−1

k=0 |D(n, k)|
≤M(n, d) ≤ n!∑⌊ d−1

2 ⌋
k=0 |D(n, k)|

。

Sn 的 方法 Dukes Sawchuck d = 4 的

定理 4.7 (Dukes与 Sawchuck [71])：如果存在整数 k ≥ 2 使得 k2 ≤ n ≤ k2 + k − 2，

那么

n!

M(n, 4)
≥ 1 +

(n+ 1)n(n− 1)

n(n− 1)− (n− k2)((k + 1)2 − n)((k + 2)(k − 1)− n)
。

的 n d 研究

的 码 的M(n, d)

的 M(n, d)的

的 Smith Montemanni 中的 [152]

4.3 Cayley

4.3.1 Cayley

4.8. H S H 的 Γ = Γ(H,S)

• H 中的 的 V (Γ)

• S 中的 s cs

• g ∈ H s ∈ S g gs的 的 cs
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Γ Cayley图 合 S 生成集 Generating Set

几 中 S 的 S = S−1 的

的 的 Cayley 中

Loop 的

4.3.2 的

4.9. G = (V,E) V (G) E(G) G的

S V (G)的 S 中 E(G)中的 S G的

独立集 Independent Set G的 P |P | > |S|

S G的最大独立集 α(G) = |S| α(G) G的独立数 Independence

Number

α(G) = max
{
|S| | S ⊆ V (G) S G的

}
的 研究中的 题 学

的 的 Chromatic Number Clique

Number Li 的 [118,119]

m ≥ 1 x ≥ 0

fm(x) =

∫ 1

0

(1− t)1/m

m+ (x−m)t
dt

的

性质 4.10：设 x 和 m 为两整数。若 0 ≤ x ≤ m，则 fm(x) ≤ 1/(1+x)。若 m ≥ 1，

则

fm(x) ≥
ln(x/m)− 1

x
。

4.11. G = (V,E) a 中的 V ′ = {b ∈ V (G) |

(a, b) ∈ E(G)} E ′ = {(b, c) ∈ E(G) | b, c ∈ V ′} V ′ E ′

的 G′ = (V ′, E ′) G a的诱导子图

Li 中的 中 的 的
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定理 4.12 (Li等 [118,119])：令 m 是一个正整数。设 G 为含有 N 个顶点的简单图，

其平均度数为 ∆。如果 G 中每个顶点的诱导子图中的最大度都小于 m，那么

α(G) ≥ N · fm(∆) ≥ N · ln(∆/m)− 1

∆
。

4.4 码

中 H = Sn中 合 的 S Cayley

码 M(n, d)的 Gilbert–Varshamov

S(n, k) = ∪k
i=1D(n, i) 中 k ≤ n 的 Cayley

Γ(n, d) := Γ(Sn, S(n, d− 1))

S(n, k) 的 的 σ π 的 dH(σ, π) ≤ k

σπ−1 ∈ S(n, k) Γ(n, d)中 σ π 的

的 d 码 PA(n, d) Γ(n, d)中的

的

引理 4.13：一个 (n, d)-置换码中全部码字对应的顶点集合是 Cayley 图 Γ(n, d)

中的一个独立集。反之，图 Γ(n, d) 中任意一个独立集的顶点也构成了一个

(n, d)-置换码的码字集合。

4.12 M(n, d)的 Γ(n, d)

的 Cayley |Sn| = n! 的

的 ∆(n, d) 的

∆(n, d) = |S(n, d− 1)| =
d−1∑
k=1

(
n

k

)
Dk

G(n, d) Cayley Γ(n, d) id的 G(n, d)

的

V (G(n, d)) = S(n, d− 1) =
d−1∪
k=1

D(n, k)

中 的 σ π 的 d

σπ−1 ∈ S(n, d− 1) G(n, d)中的 m(n, d)
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引理 4.14：设 n ≥ 7 为一正整数。当 d ∈ {2, 3, 4, 5} 时，图 G(n, d) 中顶点的最大

度 m(n, d) 分别为：

1. m(n, 2) = m(n, 3) = 0，

2. m(n, 4) = 4n− 8，

3. m(n, 5) = 7n2 − 31n+ 34。

证明. D(n, 1) = ∅ m(n, 2) = 0 G(n, 3)中

(ij) (kl) 中 1 ≤ i < j ≤ n 1 ≤ k < l ≤ n

的

dH((ij), (kl)) =


0 |{i, j} ∩ {k, l}| = 2

3 |{i, j} ∩ {k, l}| = 1

4 |{i, j} ∩ {k, l}| = 0

m(n, 3) = 0

G(n, 4)的 的 V (G(n, 4)) = S(n, 3) = D(n, 2)∪D(n, 3)

2- 3- 组 的 中的 的

(12) ∈ D(n, 2) (123) ∈ D(n, 3)

(12) G(n, 4)中

N2,1 = {(1x), (2x) | 3 ≤ x ≤ n}

N2,2 = {(12x), (21x) | 3 ≤ x ≤ n}

N2,3 = {(xy), (1xy), (2xy) | 3 ≤ x, y ≤ n, x ̸= y}

N2,4 = {(xyz), (xzy) | 3 ≤ x < y < z ≤ n}

σ ∈ G(n, 4) (12)的 dH(σ, (12))

dH(σ, (12)) =



3 σ ∈ N2,1

2 σ ∈ N2,2

4 σ ∈ N2,3

5 σ ∈ N2,4
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(12) G(n, 4)中的 合 N2 := N2,1 ∪N2,2

(123) 中的

N3,1 = {(12), (13), (23)}

N3,2 = {(132), (12x), (23x), (31x) | 4 ≤ x ≤ n}

N3,3 = {(ix), (13x), (21x), (32x) | 1 ≤ i ≤ 3 < x ≤ n}

N3,4 = {(xy), (ixy), (iyx) | 1 ≤ i ≤ 3 < x < y ≤ n}

N3,5 = {(xyz), (xzy) | 4 ≤ x < y < z ≤ n}

G(n, 4)中 σ (123)的 dH(σ, (123))

dH(σ, (123)) =



2 σ ∈ N3,1

3 σ ∈ N3,2

4 σ ∈ N3,3

5 σ ∈ N3,4

5 σ ∈ N3,5

(123) G(n, 4)中的 N3 := N3,1 ∪N3,2

m(n, 4) = max{|N2| , |N3|}

= max{4(n− 2), 3(n− 3) + 4}

= 4n− 8

类 的方法 m(n, 5) (12) G(n, 5)中 的

m(n, 5) = 7n2− 31n+34 G(n, 5)中 的

D(n, 2)中的 (12) D(n, 3)中的 (123) D(n, 4)中的 (12)(34) (1234)

中的 4.12中 M(n, d)的
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4.1 d = 4 5 (n, d)- 码的 8 ≤ n ≤ 20

n d = 4 d = 5
8 605 90
9 4046 509
10 31047 3386
11 268673 25885
12 2588633 223378
13 27484422 2147724
14 318853331 22767826
15 4013217263 263832788
16 54470270765 3317928906
17 793090335806 45006297715
18 12331219009156 655021291542
19 203926244407855 10181693092799
20 3574258846215948 168351610362186

定理 4.15：记 m′(n, d) = m(n, d) + 1，并令

MIS(n, d) := n! ·
∫ 1

0

(1− t)1/m
′(n,d)

m′(n, d) + [∆(n, d)−m′(n, d)] t
· dt。

那么 M(n, d) ≥MIS(n, d)。

d 4 5的 8 ≤ n ≤ 20 MIS(n, d)的

4.1中 学 Sage 的 [155] 的

(n, d) = (13, 5) 的 2147724 中的 M(13, 5) ≥ 878778

的 [39,152]

的 中 d 码 n

的 MIS(n, d) 的

引理 4.16：对于固定的 d，当 n 趋于无穷大时，m(n, d) = O(nd−3)。

证明. σ Cayley Γ(n, d)中 的 σ ∈ D(n, k) 1 ≤ k ≤

d− 1 σ G(n, d)中的 的 中

π π σ

id σ π [n]中 的 合 [n]
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5 的

X = {i ∈ [n] | σ(i) ̸= i, π(i) = i}

Y = {i ∈ [n] | σ(i) ̸= i, π(i) = σ(i)}

Z = {i ∈ [n] | σ(i) ̸= i, π(i) ̸= i, σ(i) ̸= π(i)}

U = {i ∈ [n] | σ(i) = i, π(i) ̸= i}

V = {i ∈ [n] | σ(i) = π(i) = i}

x y z u v 合 X Y Z U V 中 的

的

x+ y + z = k ≤ d− 1 (4.1)

y + z + u ≤ d− 1 (4.2)

x+ z + u ≤ d− 1 (4.3)

x+ y + z + u+ v = n

的 (4.2) + (4.3)− (4.1)

u ≤ 2d− 2− (k + z)

2
≤ d− 1− ⌊k + z

2
⌋

的 σ的 π的 π 合 Y Z U 的 的

4.1 y + z k 的 中 π U 的 的

的 k的 的

断言： z = 0 x ̸= 1 y ̸= 1

断言的证明： Z = ∅ X = {i} i ∈ σ(Y ) = π(Y ) X 的

π(i) = i 的 z = 0 y = 1

k = 2 的 x = 0 y = 0 4.2

4.3 u ≤ d− 3 |Y ∪ Z| ≤ k = 2 |U | ≤ d− 1− k = d− 3 π的

Y ∪ Z U 的

deg(σ) ≤ 2! ·
(
n− 2

d− 3

)
· (d− 3)!

= O(nd−3)
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k = 3 z = 0 x = 0 y = 3 x = 3

y = 0 u ≤ d − 4 z ≥ 1

u ≤ d− 1− ⌊k+z
2
⌋ ≤ d− 3 deg(σ) = O(nd−3)

k ≥ 4 u ≤ d − 1 − ⌊k+z
2
⌋ ≤ d − 3 − ⌊k−3

2
⌋ ≤ d − 3

deg(σ) = O(nd−3)

合 的

m(n, d) = max
2≤k≤d−1

{deg(σ) | σ ∈ D(n, k)}

= O(nd−3)

定理 4.17：当 d 固定，而 n 趋向于无穷大时，我们有

MIS(n, d)

MGV (n, d)
= Ω(ln(n))，

其中 MGV (n, d) 表示置换码的 Gilbert—Varshamov 型下界：

MGV (n, d) :=
n!∑d−1

k=0 |D(n, k)|
。

证明.

MIS(n, d)

MGV (n, d)
=

n!
∫ 1

0
(1−t)1/m

′(n,d)

m′(n,d)+[∆(n,d)−m′(n,d)]t
dt

n!
1+∆(n,d)

≥
ln(∆(n,d)/m′(n,d))−1

∆(n,d)

1
∆(n,d)+1

≥ ln
(
∆(n, d)

m′(n, d)

)
− 1

Dk =
⌊
k!
e
+ 1

2

⌋
∆(n, d) =

d−1∑
k=0

(
n

k

)
Dk = Θ(nd−1)

MIS(n, d)

MGV (n, d)
≥ ln

(
∆(n, d)

m′(n, d)

)
− 1

≥ ln(cn2)− 1

= Ω(ln(n))
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中 c 的

Cayley Γ(n, d)中 的 码

M(n, d)的 Gilbert–Varshamov Ω(ln(n))
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最优常重复合码的组合递归构造

5 合码的组合

5.1 合码

X R RX |X|的 中的

X 中的 的 合 R中 u = (ux)x∈X

x ∈ X ux ∈ R n的 q 码 的 合 C ⊆ ZX
q 中

|X| = n 1 中 的

X = {1, 2, . . . , n} 类 的

5.1. u,v ∈ ZX
q 的支撑集 supp(u,v) = {x ∈

X | ux ̸= vx} supp(u) u 的 u的支撑

集

5.2. u ∈ ZX
q j = 1, 2, . . . , q − 1

wj = |{x ∈ X | ux = j}|

组 w = [w1, . . . , wq−1] u的构型 Composition

5.3. X n 合 q ≥ 2 C ⊆ ZX
q

d(C) = d的码 码 C 中 码 的 w C 常重码

(n, d, w)q-码 的 码 C中 码 的 w C 常

重复合码 (n, d, w)q-码

(n, d, w)q-码中 的码 Aq(n, d, w)

的码 最优的 w中的 w中的

合码的 的

w中的 w1 ≥ · · · ≥ wq−1 ≥ 1

的 合码 码的 类

的 Z2 的 Zq 中 q ≥ 2 中研究的 码
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5.1 n ≤ 10 A3(n, 5, [3, 1]) A3(n, 5, [2, 2])的

n A3(n, 5, [3, 1]) A3(n, 5, [2, 2])
4 1 1
5 1 2
6 3 3
7 7 7
8 8 12
9 10 18
10 13 20

的 类 [150] 的编码 的

方 Discrete Memoryless Channel 中

Zero Error Decision Feedback Capacity [170] Multiple Access

Communication [72] 码 Spherical Codes [73] DNA 码 [106,127]

Powerline Communication Frequency Hopping [41]

合码的研究 20 80

中 / 的 [51] 90

的 究 [18,19,162] 研究 中

合码 的码 的问题 的 的

[17,30–32,39–41,49,58,61–65,99,116,124,164,165,185–187]

码的码 中 研究 [20,33,86,163] 2002 Svanström

方法 码 10的 合码的

[165] 中 4 5的

5.1中 2008 Chee 组码的

3的 合码 [31] 的 研究 的

组码 码 合码的 中

的 [31,188,189,191,193,194]

中 组码 的 4

5 的 合码 的码

[3, 1]- [2, 2]- 的

的

48



最优常重复合码的组合递归构造

定理 5.4：对于任意正整数 n ≥ 4。最优 (n, 5, [3, 1])3-码的含有的码字个数是：

A3(n, 5, [3, 1]) =



1 若 n = 4

3 若 n = 6

10 若 n = 9

⌊n
3
⌊n−1

2
⌋⌋ − 1 若 n ≡ 5 (mod 6)

⌊n
3
⌊n−1

2
⌋⌋ 其它情况。

而最优 (n, 5, [2, 2])3-码的含有的码字个数是

A3(n, 5, [2, 2]) =



1 若 n = 4

2 若 n = 5

3 若 n = 6

7 若 n = 7

⌊n
2
⌊n−1

2
⌋⌋ − 1 若 n ≥ 8 并且 n ≡ 3 (mod 4)

⌊n
2
⌊n−1

2
⌋⌋ 其它情况。

的 5.2 中 的 组合

编码 中的 5.3 5.4 中

(n, 5, [3, 1])3-码 (n, 5, [2, 2])3-码的 问题 的 方法

的码 的 码 5.5 中

5.2

中的 Z≥0 Z>0

合 [a, b] 合 {a, a + 1, . . . , b} 中 a < b

H·I 合 Multiset
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5.2.1 几类组合

5.2.1.1 组

5.5. (X,B) 合 2.1 G = {G1, . . . , Gt}

X 的 的 组 (X,G,B)

1. G X 的 中的 合 Gi 组 Group

2. X 中 组的 组中

3. 组 组的 B ∈ B G ∈ G

|B ∩G| ≤ 1

组 (X,G,B) 可分组设计 Group Divisible Design GDD

合 *|G| | G ∈ G+ 组 的型 Type

Exponential Notation 组 的

(X,G,B)的 gt11 . . . g
ts
s 的 G 中 ti 组的 gi 1 ≤ i ≤ s

合 (X,B) K- 的 组 (X,G,B) K-均匀的

K-GDD

5.6. mk的 {k}- 组 横截设计 Transversal Design

TD(k,m)

中 组 的 的

中

定理 5.7 (Brouwer等 [23])：型为 gt 的 {4}-GDD 存在的充分必要条件是 t ≥ 4，并

且

1. g ≡ 1, 5 (mod 6)，并且 t ≡ 1, 4 (mod 12)；或者

2. g ≡ 2, 4 (mod 6)，并且 t ≡ 1 (mod 3)；或者

3. g ≡ 3 (mod 6)，并且 t ≡ 0, 1 (mod 4)；或者
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4. g ≡ 0 (mod 6)。

其中有两个例外：型为 24 或 64 的 {4}-GDD 不存在。

定理 5.8 (Ge与Rees [88])：不存在型为 64 的 {4}-GDD；当 (u,m) ∈ {(7, 15), (11, 21),

(11, 24), (11, 27), (13, 27), (13, 33), (17, 39), (17, 42), (19, 45), (19, 48), (19, 51),

(23, 60), (23, 63)} 时，型为 6um1 的 {4}-GDD 存在性待定；对于其它满足条件

u ≥ 4 和 m ≡ 0 (mod 3) 且 0 ≤ m ≤ 3u − 3 的参数 (u,m)，都存在型为 6um1

的 {4}-GDD。

定理 5.9 (Abel 等 [2])：用 TD(k) 表示那些存在 TD(k,m) 的正整数 m 组成

的集合，则：TD(3) = Z>0；TD(4) = Z>0\{2, 6}；TD(5) = Z>0\{2, 3, 6, 10}；TD(6) =

Z>0\{2, 3, 4, 6, 10, 14, 18, 22}；TD(9) ⊇ {8, 16}。

中的组 组 的 组

定理 5.10 (截短组，见 Hanani [93])：设 k ≥ 2 是一个整数，s 是一个非负整数。若

存在横截设计 TD(k + s,m)，并且整数 g1, g2, . . . , gs 满足条件 0 ≤ gi ≤ m，其中

1 ≤ i ≤ s。那么存在一个型为 mkg11g
1
2 · · · g1s 的 K-GDD，其中 K = [k, k + s]。

定理 5.11 (截短区组)：设整数 k 和 s 满足条件 k ≥ 2 和 0 ≤ s ≤ k。若存在一个

横截设计 TD(k,m)，那么型为 (m− 1)smk−s 的 {k − s, k − 1, k}-GDD 也存在。

5.12. (X,G,B) 组 合 B′ ⊆ B X 中

B′的 组中 B′ 平行类 Parallel Class 的

组 B 类 (X,G,B) 可分解分组

设计 Resolvable GDD RGDD

合 [87,145,161] 中的 组 {4}-RGDD

的

定理 5.13： 1. 当 (h, n) ∈ {(2, 4), (2, 10), (3, 4), (6, 4)} 时，不存在型为 hn 的

{4}-RGDD。

2. 当 (h, n) 为以下取值时，型为 hn 的 {4}-RGDD 存在性待定：
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(a) h = 2，并且 n ∈ {34, 46, 52, 70, 82, 94, 100, 118, 130, 178, 184, 202, 214, 238,

250, 334}；

(b) h = 6，并且 n ∈ {6, 68}；

(c) h = 9，并且 n = 44；

(d) h = 10，并且 n ∈ {4, 34, 52, 94}；

(e) h = 18，并且 n ∈ {18, 38, 62}；

(f) h = 36，并且 n ∈ {11, 14, 15, 18, 23}；

(g) h ∈ [14, 454] ∪ {478, 502, 514, 526, 614, 626, 686} 且 h ≡ 2, 10 (mod 12)，

并且 n ∈ {10, 70, 82}。

3. 其它满足必要条件 n ≥ 4，hn ≡ 0 (mod 4) 并且 h(n− 1) ≡ 0 (mod 3) 的参

数 (h, n)，都存在型为 hn 的 {4}-RGDD。

5.2.1.2

5.14. (X,B) v 的 K- 合 X 中

的 B 的 组中 合 成对平衡设计

Pairwise Balanced Design PBD(v,K)

k PBD(v,K ∪ {k})中

k的 组 PBD(v,K ∪ {k⋆}) k ̸∈ K

中恰有 k的 组 k ∈ K 至少

组的 k

定理 5.15 (Rees与 Stinson [135])：假设 v > w 为两个正整数。存在一个成对平衡设

计 PBD(v, {4, w⋆})，当且仅当 v ≥ 3w + 1，并且：

1. v ≡ 1, 4 (mod 12) 且 w ≡ 1, 4 (mod 12)；或者

2. v ≡ 7, 10 (mod 12) 且 w ≡ 7, 10 (mod 12)。

定理 5.16 (Abel等 [1])：对于所有参数 v ≥ 4 且 v ̸∈ {7, 8, 9, 10, 11, 12, 14, 15, 18, 19, 23}，

都存在一个成对平衡设计 PBD(v, {4, 5, 6})。

52



最优常重复合码的组合递归构造

5.2.1.3

5.17. v ≥ k ≥ t λ v 的 {k}- 合

(X,B)中 X 的 t- λ 组中 合

t-(v, k, λ)填充设计 Packing Design

的 λ > 1 B中 的 组

5.18. 的 v, k, t, λ

Dλ(v, k, t) = max{b | 组 b的 t-(v, k, λ) }

Dλ(v, k, t) 填充数 Packing Number (X,B) 组 Dλ(v, k, t)

的 t-(v, k, λ) 最优（或最大）的 D1(v, k, t)

D(v, k, t)

定理 5.19 (Stinson 等 [160])：如果 v ≡ 2 (mod 6) 且 λ ≡ 4 (mod 6)，或者 v ≡ 5

(mod 6) 且 λ ≡ 1 (mod 3)，则

Dλ(v, 3, 2) = Uλ(v, 3, 2)− 1； (5.1)

对于其它的 v 和 λ，

Dλ(v, 3, 2) = Uλ(v, 3, 2)， (5.2)

其中

Uλ(v, k, t) = ⌊v
k
⌊v − 1

k − 1
· · · ⌊λ(v − t+ 1)

k − t+ 1
⌋⌋⌋。 (5.3)

5.2.2 组码

u ∈ ZX
q Y ⊆ X v ∈ ZX

q

vx =


ux x ∈ Y

0 x ∈ X\Y

v u 关于 Y 的限制 Restriction u|Y v ∈ ZY
q

vx = ux x ∈ Y u关于 Y 的压缩 Constriction u|Y
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5.20. X n 的 合 G = {G1, . . . , Gt} X 的

C ⊆ ZX
q d的 码 码 u ∈ C wt(u|Gi

) ≤ 1

1 ≤ i ≤ t 组 (X,G, C) d 的可分组码 Group

Divisible Code GDC

的 C 中 码 的 w w-GDC(d)

码 w w-GDC(d)

组 类 组码 (X,G, C)的型 Type G 中 合

的 * |G| | G ∈ G+ |C|

组码 (X,G, C)的大小 Size s 码 的 (n, d, w)q-码

s 1n的 w-GDC(d)

组码的 Chee [31] 中 的

方法

性质 5.21 (组填充（Filling in Groups）)：令 d ≤ 2(w− 1)。假设 (X,G, C) 为一个含有

a 个码字、型为 gt11 · · · gtss 的可分组码。假设对于每个 1 ≤ i ≤ s，都存在一个大小为

bi 的 (gi, d, w)q-码 Ci。那么存在一个大小为 a+
∑s

i=1 tibi 的 (
∑s

i=1 tigi, d, w)q-码

C ′。特别地，如果 C 和 Ci（1 ≤ i ≤ s）中的码字都具有相同构型 w，那么 C ′ 中的每

个码字的构型也是 w。

性质 5.22 (点添加（Adjoining Points）)：假设 y 为正整数，并且存在一个含 a 个码

字、型为 gt11 · · · gtss 的（主）可分组码 w-GDC(d)。如果下面的（辅助）码也存在：

1. 大小为 b 的 (g1 + y, d, w)q-码；

2. 大小为 ci，型为 1giy1 的可分组码 w-GDC(d)，2 ≤ i ≤ s；

3. 大小为 c1，型为 1g1y1 的可分组码 w-GDC(d)，并且 t1 ≥ 2。

那么存在一个大小为 a+ b+ (t1 − 1)c1 +
∑s

i=2 tici 的 (y +
∑s

i=1 tigi, d, w)q-码。进

一步的，如果主码和辅助码都具有恒定的构型，那么得到的码也具有同样的构型。

的 法 Inflation Construction
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性质 5.23 (膨胀构造)：令 (X,G, C) 是一个大小为 a、型为 gt11 · · · gtss 的 w-GDC(d)。

如果存在横截设计 TD(w,m)，那么存在一个型为 (mg1)
t1 · · · (mgs)ts 的 w-GDC(d)，

其含有 am2 个码字。进一步的，如果出发的可分组码具有恒定构型 w，那么得到的

码也具有相同的构型。

的 法 Fundamental Construction 组合

中Wilson 法 编码 中的

定理 5.24 (基本构造，Chee等 [31])：假设 d ≤ 2(w − 1)。令 (X,G,B) 是一个（主）可

分组设计，而 ω : X → Z≥0 是一个权重函数（Weight Function）。如果对于每个

区组 B ∈ B，都存在一个型为 *ω(a) | a ∈ B+ 的（辅助）可分组码 w-GDC(d)。那么

则存在一个型为 *∑x∈G ω(x) | G ∈ G+ 的可分组码 w-GDC(d)。进一步的，如果所

有辅助可分组码都具有恒定构型 w，那么得到的可分组码也具有相同的构型。

5.2.3 的

w的 合码中 码 的 2 2w

2w 码 的 的

引理 5.25 (Chee等 [31])：记 w =
∑q−1

i=1 wi，则

Aq(n, d, [w1, . . . , wq−1]) =



(
n
w

)(
w

w1,...,wq−1

)
若 d ≤ 2

⌊ n
w
⌋ 若 d = 2w

1 若 d ≥ 2w + 1。

的 合码的 Johnson

定理 5.26 (Svanström等 [165])：对于任意 i = 1, . . . , q − 1，我们都有

Aq(n, d, [w1, . . . , wq−1]) ≤
n

wi

Aq(n− 1, d, [w1,i, . . . , wq−1,i])，

其中

wj,i =


wj − 1 若 j = i

wj 若 j ̸= i。
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5.25 5.26的

推论 5.27 (Chee等 [32])：记 w =
∑q−1

i=1 wi，则

Aq(n, d, [w1, . . . , wq−1]) ≤


⌊ n
w1
⌊ n−1
w−1

⌋⌋ 若 d = 2w − 2

⌊ n
w1
⌊ n−1
w1−1

⌋⌋ 若 d = 2w − 3。

的 5 4的 合码 的 Johnson

推论 5.28 (Johnson界)：

A3(n, 5, [3, 1]) ≤
⌊
n

3

⌊
n− 1

2

⌋⌋
:= U(n, 5, [3, 1])， 并且 (5.4)

A3(n, 5, [2, 2]) ≤
⌊
n

2

⌊
n− 1

2

⌋⌋
:= U(n, 5, [2, 2])。 (5.5)

5.3 A3(n, 5, [3, 1])的

中 的 n A3(n, 5, [3, 1])的

中的

r c Gr,c

Gr,c :=
{
{i+ j · r | j = 0, 1, . . . , c− 1} | i = 0, 1, . . . , r − 1

}
Gr,c中的 合 Zrc的

的 方法 u ∈ ZX
q 的 w 中

w = [w1, . . . , wq−1] w =
∑q−1

i=1 wi u w 组

⟨a1, a2, . . . , aw⟩ ∈ Xw 中

ua1 = · · · = uaw1
= 1

uaw1+1 = · · · = uaw1+w2
= 2

...

ua∑q−2
i=1

wi+1
= · · · = uw = q − 1

的 方法 中

合码的码
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5.3.1 组码 [3, 1]-GDC(5)

性质 5.29：存在大小为 8、型为 24 的 [3, 1]-GDC(5)；也存在大小为 28、型为 27 的

[3, 1]-GDC(5)。

证明. (Z8,G4,2, C1) 8 24 的 [3, 1]-GDC(5) 中 C1 组

⟨0, 1, 2, 3⟩ ⟨0, 6, 7, 1⟩ ⟨1, 4, 7, 2⟩ ⟨2, 5, 7, 0⟩
⟨0, 3, 5, 6⟩ ⟨1, 3, 6, 4⟩ ⟨2, 3, 4, 5⟩ ⟨4, 5, 6, 7⟩

(Z14,G7,2, C2) 28 27 的 [3, 1]-GDC(5) 中 C2 组

⟨0, 1, 2, 3⟩ ⟨2, 3, 6, 8⟩ ⟨4, 9, 12, 1⟩ ⟨0, 12, 13, 8⟩
⟨0, 3, 4, 5⟩ ⟨2, 7, 8, 5⟩ ⟨5, 7, 13, 4⟩ ⟨1, 10, 12, 0⟩
⟨0, 5, 6, 1⟩ ⟨2, 4, 5, 10⟩ ⟨5, 8, 10, 6⟩ ⟨1, 11, 13, 5⟩
⟨0, 8, 9, 4⟩ ⟨3, 7, 11, 9⟩ ⟨5, 9, 11, 8⟩ ⟨2, 10, 13, 1⟩
⟨1, 3, 5, 7⟩ ⟨3, 9, 13, 0⟩ ⟨6, 7, 12, 3⟩ ⟨2, 11, 12, 6⟩
⟨1, 4, 6, 2⟩ ⟨4, 7, 10, 8⟩ ⟨6, 8, 11, 0⟩ ⟨3, 8, 12, 11⟩
⟨1, 7, 9, 6⟩ ⟨4, 8, 13, 3⟩ ⟨0, 10, 11, 2⟩ ⟨6, 9, 10, 11⟩

性质 5.30：存在大小为 30、型为 35，和大小为 63、型为 37 的 [3, 1]-GDC(5)。

证明. (Z15,G5,3, C1) 30 35 的 [3, 1]-GDC(5) 中 C1

⟨1, 2, 13, 0⟩ ⟨3, 9, 11, 0⟩的 组

(Z21,G7,3, C2) 63 37 的 [3, 1]-GDC(5) 中 C2

⟨1, 2, 4, 0⟩ ⟨3, 8, 18, 0⟩ ⟨5, 9, 17, 0⟩的 组

性质 5.31：存在一个大小为 32、型为 44 的 [3, 1]-GDC(5)。

证明. (Z16,G4,4, C) 32 44的 [3, 1]-GDC(5) 中 C ⟨1, 3, 14, 0⟩

⟨5, 6, 15, 0⟩的 组

性质 5.32：对于所有 u ≥ 4，都存在一个型为 6u 的 [3, 1]-GDC(5)。

证明. u ≡ 0, 1 (mod 4) u ≥ 4 5.15

PBD(3u + 1, {4}) 中 3u 的 {4}-GDD

u ≡ 2, 3 (mod 4) u ≥ 7 PBD(3u + 1, {4, 7⋆})
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X 中 7的 组 的 3u 的 {4, 7⋆}-GDD

u ≥ 4 u ̸= 6 3u的 {4, 7}-GDD

法 的 3u 的 {4, 7}-GDD 中 的

2 的 码 24 27的 [3, 1]-GDC(5) 5.29

u ≥ 4 u ̸= 6 6u的 [3, 1]-GDC(5)

u = 6 (Z36,G6,6, C) 180 66的 [3, 1]-GDC(5) 中 C

5.5 中 5.4 的 组

性质 5.33：对于所有 u ∈ [4, 7]，都存在一个型为 6u21 的 [3, 1]-GDC(5)，其含有

2u(3u− 1) 个码字；对于所有 v ∈ [4, 9]，都存在一个型为 6v41 的 [3, 1]-GDC(5)，其

含有 2v(3v + 1) 个码字。

证明. u ∈ [4, 7] Xu = Z6u ∪ {∞0,∞1} Hu = Gu,6 ∪ {{∞0,∞1}}

(Xu,Hu, Cu) 的 2u(3u − 1) 6u21 的 [3, 1]-GDC(5) 中 Cu

5.5 中 5.5 的 6的 Quasi-Cyclic

v ∈ [4, 9] Xv = Z6v ∪ {∞0, . . . ,∞3} Hv = Gv,6 ∪ {{∞0, . . . ,∞3}}

(Xv,Hv, Cv) 的 2v(3v + 1) 6v41 的 [3, 1]-GDC(5)

中 Cv 5.5 中 5.6 的 6的

5.3.2 n ≡ 0 (mod 6)的

n ≥ 11 n ≡ 0 (mod 6) A3(n, 5, [3, 1])的

性质 5.34：对于每个 n ∈ {12, 18, 24, 30, 36, 42, 54}，都存在一个含有 U(n, 5, [3, 1])

个码字的最优 (n, 5, [3, 1])3-码。

证明. (12, 5, [3, 1])3-码的 20 码

⟨0, 1, 2, 3⟩ ⟨1, 3, 5, 7⟩ ⟨2, 4, 8, 9⟩ ⟨1, 8, 11, 4⟩ ⟨5, 8, 10, 3⟩
⟨0, 3, 4, 5⟩ ⟨1, 4, 6, 2⟩ ⟨2, 5, 9, 6⟩ ⟨3, 6, 10, 9⟩ ⟨6, 7, 11, 3⟩
⟨0, 5, 6, 1⟩ ⟨1, 7, 9, 0⟩ ⟨6, 8, 9, 7⟩ ⟨3, 9, 11, 1⟩ ⟨2, 10, 11, 0⟩
⟨0, 7, 8, 2⟩ ⟨2, 3, 7, 4⟩ ⟨0, 9, 10, 4⟩ ⟨4, 7, 10, 1⟩ ⟨4, 5, 11, 10⟩
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(18, 5, [3, 1])3-码的 48 码

⟨0, 4, 7, 9⟩ ⟨2, 4, 5, 13⟩ ⟨0, 3, 17, 13⟩ ⟨4, 12, 17, 5⟩ ⟨0, 12, 14, 16⟩
⟨0, 1, 11, 7⟩ ⟨2, 7, 9, 14⟩ ⟨1, 15, 17, 0⟩ ⟨4, 14, 16, 6⟩ ⟨10, 12, 16, 4⟩
⟨0, 2, 13, 1⟩ ⟨3, 5, 13, 7⟩ ⟨1, 5, 16, 14⟩ ⟨4, 9, 10, 17⟩ ⟨10, 13, 17, 6⟩
⟨0, 5, 9, 11⟩ ⟨3, 8, 9, 16⟩ ⟨1, 9, 13, 10⟩ ⟨7, 10, 14, 5⟩ ⟨11, 14, 17, 4⟩
⟨0, 6, 16, 2⟩ ⟨4, 8, 11, 2⟩ ⟨2, 15, 16, 8⟩ ⟨7, 12, 13, 2⟩ ⟨13, 14, 15, 9⟩
⟨1, 2, 12, 9⟩ ⟨5, 6, 17, 1⟩ ⟨2, 6, 10, 15⟩ ⟨8, 12, 15, 6⟩ ⟨5, 11, 12, 15⟩
⟨1, 3, 7, 15⟩ ⟨5, 7, 15, 4⟩ ⟨2, 8, 17, 10⟩ ⟨8, 13, 16, 0⟩ ⟨6, 11, 13, 14⟩
⟨1, 4, 6, 11⟩ ⟨5, 8, 10, 9⟩ ⟨3, 10, 11, 8⟩ ⟨9, 11, 15, 3⟩ ⟨7, 11, 16, 10⟩
⟨1, 8, 14, 3⟩ ⟨6, 7, 8, 13⟩ ⟨3, 4, 15, 14⟩ ⟨9, 16, 17, 7⟩
⟨2, 3, 14, 0⟩ ⟨6, 9, 14, 8⟩ ⟨3, 6, 12, 17⟩ ⟨0, 10, 15, 12⟩

204的 (36, 5, [3, 1])3-码的码 合 的 12的

⟨6, 7, 1, 4⟩ ⟨15, 5, 26, 8⟩ ⟨6, 17, 29, 0⟩ ⟨12, 21, 15, 3⟩ ⟨22, 3, 30, 10⟩
⟨1, 8, 25, 0⟩ ⟨16, 0, 14, 3⟩ ⟨7, 11, 27, 1⟩ ⟨12, 27, 25, 4⟩ ⟨23, 10, 35, 3⟩
⟨4, 28, 7, 3⟩ ⟨17, 0, 32, 4⟩ ⟨7, 19, 25, 8⟩ ⟨13, 10, 24, 5⟩ ⟨24, 9, 18, 11⟩
⟨7, 3, 26, 5⟩ ⟨17, 3, 21, 9⟩ ⟨8, 16, 34, 6⟩ ⟨13, 26, 2, 10⟩ ⟨25, 28, 29, 2⟩
⟨7, 8, 0, 10⟩ ⟨18, 16, 1, 5⟩ ⟨8, 31, 22, 9⟩ ⟨14, 18, 15, 9⟩ ⟨4, 27, 35, 10⟩
⟨8, 13, 9, 2⟩ ⟨19, 0, 28, 6⟩ ⟨8, 4, 21, 11⟩ ⟨14, 20, 17, 8⟩ ⟨6, 35, 13, 11⟩
⟨9, 23, 7, 0⟩ ⟨2, 20, 23, 9⟩ ⟨9, 15, 20, 5⟩ ⟨14, 34, 28, 7⟩ ⟨10, 34, 17, 11⟩
⟨0, 35, 24, 9⟩ ⟨2, 21, 18, 0⟩ ⟨9, 35, 16, 8⟩ ⟨15, 27, 22, 2⟩ ⟨12, 32, 30, 11⟩
⟨10, 0, 31, 1⟩ ⟨20, 30, 6, 1⟩ ⟨1, 17, 15, 10⟩ ⟨16, 21, 26, 1⟩ ⟨14, 19, 22, 11⟩
⟨11, 1, 10, 6⟩ ⟨21, 10, 9, 4⟩ ⟨10, 16, 30, 2⟩ ⟨16, 29, 23, 4⟩ ⟨14, 21, 24, 10⟩
⟨11, 30, 2, 8⟩ ⟨21, 31, 6, 2⟩ ⟨10, 25, 33, 9⟩ ⟨17, 22, 24, 1⟩ ⟨15, 16, 25, 11⟩
⟨13, 5, 11, 4⟩ ⟨21, 5, 23, 7⟩ ⟨11, 24, 15, 7⟩ ⟨18, 23, 31, 8⟩ ⟨32, 11, 20, 10⟩
⟨15, 30, 4, 0⟩ ⟨5, 16, 32, 9⟩ ⟨12, 13, 14, 0⟩ ⟨19, 26, 17, 7⟩
⟨15, 32, 7, 6⟩ ⟨5, 33, 19, 3⟩ ⟨12, 18, 17, 2⟩ ⟨20, 26, 22, 3⟩

n ∈ {24, 30, 42, 54} (n, 5, [3, 1])3-码的码 5.5 中 5.7 的

6的

性质 5.35：对于所有 t ≥ 4，都存在大小为 24t(t− 1)、型为 12t 的 [3, 1]-GDC(5)。

证明. t > 4 5.7 6t 的 {4}-GDD 2的

24t(t− 1) 12t的 [3, 1]-GDC(5) 中 的 24

组码 5.29

t = 4 TD(4, 3) 32 44 的 [3, 1]-GDC(5)

288 124的 [3, 1]-GDC(5)

性质 5.36：对于所有 t ≥ 1，等式 A3(12t, 5, [3, 1]) = U(12t, 5, [3, 1]) 均成立。
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证明. t ≥ 4 12t 的 [3, 1]-GDC(5) 中 组 20

的 (12, 5, [3, 1])3-码 24t(t − 1) + 20t = 24t2 − 4t 的

(12t, 5, [3, 1])3-码 5.28 中的 的 n =

24, 36 5.34中 的码

性质 5.37：对于所有 t ≥ 49，均存在一个含有 U(12t + 6, 5, [3, 1]) 个码字的最优

(12t+ 6, 5, [3, 1])3-码。

证明. 5.9 u ≥ 12 TD(6, 2u) 5.10中

组 (2u)4(2x)131的 {4, 5, 6}-GDD 中 x ∈ [0, u]

组 6的 64, 65, 66的 [3, 1]-GDC(5)

(12u)4(12x)1181 的 组码 组 12u, 12x, 18的

码 的码 n = 12t + 6 中 t = 4u + x + 1 u ≥ 12 x ∈ [0, u]

x [0, u] t的 [4u + 1, 5u + 1] u的

12 [4u+ 1, 5u+ 1] 49的

合码的码 U(12t+ 6, 5, [3, 1])

的

性质 5.38：对于所有 t ∈ [17, 48]，均存在达到 Johnson 界的最优 (12t+6, 5, [3, 1])3-

码。

证明. 17 ≤ t ≤ 33 TD(9, 8)的 组

84(2g5)
1 . . . (2g8)

131 的 {4, 5, . . . , 9}-GDD 中 0 ≤ gi ≤ 4 i ∈ [5, 8]

6u u ∈ [4, 9] 的 [3, 1]-GDC(5) 6的

484(12g5)
1 . . . (12g8)

1181 的 [3, 1]-GDC(5) 组中

n ∈ {12, 24, 36, 48, 18}的 码 的 合码

TD(9, 16) 的方法 12t + 6 t ∈ [33, 48] 的

码

性质 5.39：对于所有 t ∈ [5, 16]，均存在最优 (12t+ 6, 5, [3, 1])3-码，其含有的码字个

数是 U(12t+ 6, 5, [3, 1])。
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证明. t = 5, 6, 8 6t−191 的 {4}-GDD 法

24 的 [3, 1]-GDC(5) 组 12, 18的 码

n = 12t+ 6的 合码

t = 7, 10 TD(4, 3) 65 67 的 [3, 1]-GDC(5)

组中 合 的 码 的 合码

t = 9 TD(5, 4) 4431的 {4, 5}-GDD

64 65的 [3, 1]-GDC(5) 法 244181的 [3, 1]-GDC(5)

组 合 的码 的 合码

t = 11, 12 TD(5, 5) 5431 55 的 {4, 5}-GDD

法 64 65 的 [3, 1]-GDC(5) 组 码

的

t = 13, 14 TD(6, 5) 5521 5541 的 {5, 6}-GDD

法 65 66 的 [3, 1]-GDC(5) 组 码

的

t = 15 47 的 {4}-RGDD 中的 类

4731 的 {4, 5}-GDD 法 64 65 的

[3, 1]-GDC(5) 组 码 的

t = 16 TD(6, 7) 743121 的 {4, 5, 6}-GDD

64 65 66 的 [3, 1]-GDC(5) 法 425181121 的 [3, 1]-

GDC(5) 组 合 的码 的 合码

合 的

定理 5.40：对于所有 t ≥ 2，等式 A3(6t, 5, [3, 1]) = U(6t, 5, [3, 1]) 均成立。

5.3.3 n ≡ 1 (mod 6)的

性质 5.41：存在长度 n = 13 和 19 的最优 (n, 5, [3, 1])3-码，其大小达到上界

U(n, 5, [3, 1])。
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证明. (13, 5, [3, 1])3-码的 26 码 ⟨0, 1, 4, 2⟩ ⟨0, 2, 7, 6⟩的

(19, 5, [3, 1])3-码的 57 码 ⟨3, 11, 13, 0⟩ ⟨1, 14, 15, 0⟩ ⟨2, 5, 9, 0⟩

的

定理 5.42：对于所有 t ≥ 2，等式 A3(6t+ 1, 5, [3, 1]) = U(6t+ 1, 5, [3, 1]) 均成立。

证明. t = 2, 3 5.41 t ≥ 4 6t的 [3, 1]-GDC(5)中

组 中 (7, 5, [3, 1])3-码

6t+ 1的 合码

5.3.4 n ≡ 2 (mod 6)的

性质 5.43：存在长度 n = 14 和 20 的最优 (n, 5, [3, 1])3-码，含有 U(n, 5, [3, 1]) 个

码字。

证明. (14, 5, [3, 1])3-码的 28 码 ⟨0, 2, 3, 1⟩ ⟨1, 4, 8, 0⟩ ⟨3, 5, 9, 0⟩

⟨4, 9, 10, 1⟩ 2的 组

(20, 5, [3, 1])3-码的 60 码 4的 组

⟨0, 1, 2, 3⟩ ⟨1, 5, 12, 0⟩ ⟨3, 14, 8, 1⟩ ⟨0, 17, 12, 2⟩
⟨0, 4, 7, 1⟩ ⟨1, 7, 13, 2⟩ ⟨3, 4, 15, 2⟩ ⟨5, 10, 15, 3⟩
⟨3, 7, 6, 0⟩ ⟨2, 5, 18, 1⟩ ⟨4, 2, 14, 0⟩ ⟨6, 17, 19, 3⟩

定理 5.44：对于任意整数 t ≥ 2，均有 A3(6t+ 2, 5, [3, 1]) = U(6t+ 2, 5, [3, 1]) 成立。

证明. t = 2 3 的码 5.43 中 t ≥ 4

6t 的 [3, 1]-GDC(5) 码 组 中

24 的 [3, 1]-GDC(5) 的 组码的 23t+1

组码的 8 ∗ t + 6t(t − 1) = 6t2 + 2t 码

U(6t+ 2, 5, [3, 1]) 组码 的 (6t+ 2, 5, [3, 1])3-码
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5.3.5 n ≡ 3 (mod 6)的

性质 5.45：对于每个 n ∈ {15, 21, 27, 33, 39}，均存在含 U(n, 5, [3, 1]) 个码字的最优

(n, 5, [3, 1])3 码。

证明. (n, 5, [3, 1])3-码 的 U(n, 5, [3, 1]) 码 3

的 组

n = 15:

⟨0, 1, 3, 2⟩ ⟨5, 8, 9, 2⟩ ⟨2, 4, 10, 0⟩ ⟨3, 5, 12, 0⟩ ⟨2, 7, 11, 1⟩
⟨0, 4, 5, 1⟩ ⟨1, 6, 13, 0⟩

n = 21

⟨5, 18, 1, 2⟩ ⟨8, 3, 12, 0⟩ ⟨5, 20, 17, 1⟩ ⟨9, 20, 10, 0⟩ ⟨8, 16, 7, 2⟩
⟨6, 19, 4, 2⟩ ⟨0, 14, 15, 2⟩ ⟨7, 12, 14, 1⟩ ⟨13, 16, 11, 0⟩ ⟨18, 15, 4, 1⟩

n = 27

⟨7, 9, 6, 0⟩ ⟨6, 20, 1, 2⟩ ⟨11, 1, 25, 0⟩ ⟨3, 24, 26, 1⟩ ⟨15, 26, 22, 2⟩
⟨18, 3, 7, 2⟩ ⟨8, 23, 5, 0⟩ ⟨11, 13, 4, 1⟩ ⟨7, 22, 23, 1⟩ ⟨8, 14, 15, 1⟩
⟨5, 0, 10, 2⟩ ⟨9, 0, 17, 1⟩ ⟨12, 4, 25, 2⟩

n = 33

⟨2, 7, 4, 0⟩ ⟨3, 14, 10, 0⟩ ⟨5, 21, 12, 0⟩ ⟨9, 10, 17, 1⟩ ⟨5, 15, 20, 1⟩
⟨6, 16, 5, 2⟩ ⟨4, 18, 10, 2⟩ ⟨6, 20, 26, 0⟩ ⟨9, 15, 27, 0⟩ ⟨8, 11, 32, 2⟩
⟨6, 2, 19, 1⟩ ⟨4, 21, 23, 1⟩ ⟨7, 18, 22, 1⟩ ⟨11, 19, 31, 0⟩ ⟨13, 22, 23, 2⟩
⟨0, 28, 30, 1⟩

n = 39

⟨29, 0, 9, 2⟩ ⟨29, 26, 5, 0⟩ ⟨38, 16, 8, 0⟩ ⟨14, 21, 18, 0⟩ ⟨27, 10, 15, 2⟩
⟨1, 19, 34, 0⟩ ⟨31, 6, 17, 2⟩ ⟨4, 12, 13, 2⟩ ⟨17, 15, 33, 1⟩ ⟨31, 20, 21, 1⟩
⟨21, 8, 34, 2⟩ ⟨32, 37, 5, 1⟩ ⟨6, 10, 30, 0⟩ ⟨22, 15, 20, 0⟩ ⟨33, 31, 11, 0⟩
⟨25, 9, 37, 0⟩ ⟨36, 5, 30, 2⟩ ⟨13, 29, 23, 1⟩ ⟨25, 26, 22, 2⟩

性质 5.46：对于所有整数 t ≥ 94，A3(6t+ 3, 5, [3, 1]) 的值均为 U(6t+ 3, 5, [3, 1])。
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证明. TD(6, u) u ≥ 23 的 组 u4x1y1 的

{4, 5, 6}-GDD 中 x, y ∈ [0, u] 组 中 u

x的 组中的 6 组中的 2 4 6 的

(6u)4(6x)1z1 的 [3, 1]-GDC(5) 中 x ∈ [0, u] z ∈ {14, 20, . . . , 38}

组码 组

6u + 1 6x + 1 z + 1的 码 n = 6t + 3的 合码

中 t ∈ [4u + 2, 5u + 6] u 23 [4u + 2, 5u + 6]

94的

性质 5.47：对于每个整数 22 ≤ t ≤ 93，等式 A3(6t+ 3, 5, [3, 1]) = U(6t+ 3, 5, [3, 1])

均成立。

证明. 5.46 类 t ∈ [22, 29] TD(6, 5)的 组

54x1y1 的 {4, 5, 6}-GDD 中 x, y ∈ [0, 5]

304(6x)1z1 的 [3, 1]-GDC(5) 中 x ∈ [0, 5] z ∈ {14, 20, 26}

组 中 的 码 n = 6t + 3的

合码 t ∈ [30, 93] 的方法 TD(8, 7) TD(8, 13)

t ∈ [30, 55] t ∈ [55, 93] 的

性质 5.48：对于每个 t ∈ [7, 21]，A3(6t+ 3, 5, [3, 1]) = U(6t+ 3, 5, [3, 1]) 均成立。

证明. t = 12 17 5.30 35 37 的 组码

TD(4, 5) 155 157 的 [3, 1]-GDC(5) 组

(15, 5, [3, 1])3-码 75 105 的 合码

的 t ∈ [7, 21]\{12, 17} (6t+ 3, 5, [3, 1])3-码的 U(6t+ 3, 5, [3, 1]) =

(2t + 1)(3t + 1) 码 [84] 中 I 的 3 的 组

合

定理 5.49：对于每个正整数 t ≥ 2，等式 A3(6t + 3, 5, [3, 1]) = U(6t + 3, 5, [3, 1]) 均

成立。
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5.2 (16, 5, [3, 1])3-码的 37 码

⟨0, 3, 8, 9⟩ ⟨0, 6, 7, 12⟩ ⟨8, 9, 11, 2⟩ ⟨3, 5, 13, 12⟩ ⟨9, 13, 15, 1⟩
⟨1, 4, 7, 6⟩ ⟨1, 3, 15, 5⟩ ⟨0, 9, 12, 13⟩ ⟨4, 10, 13, 9⟩ ⟨0, 10, 15, 11⟩
⟨3, 6, 9, 7⟩ ⟨1, 6, 11, 8⟩ ⟨1, 5, 14, 11⟩ ⟨5, 11, 15, 7⟩ ⟨4, 12, 15, 10⟩
⟨4, 6, 8, 0⟩ ⟨1, 8, 12, 3⟩ ⟨1, 9, 10, 14⟩ ⟨5, 6, 10, 15⟩ ⟨8, 10, 14, 12⟩
⟨5, 7, 9, 0⟩ ⟨2, 3, 7, 11⟩ ⟨2, 10, 11, 1⟩ ⟨6, 12, 14, 1⟩ ⟨11, 13, 14, 15⟩
⟨0, 1, 13, 2⟩ ⟨2, 4, 9, 12⟩ ⟨2, 12, 13, 6⟩ ⟨7, 11, 12, 4⟩
⟨0, 2, 14, 8⟩ ⟨2, 5, 8, 10⟩ ⟨3, 10, 12, 0⟩ ⟨7, 14, 15, 3⟩
⟨0, 4, 5, 14⟩ ⟨2, 6, 15, 9⟩ ⟨3, 4, 11, 13⟩ ⟨7, 8, 13, 14⟩

5.3.6 n ≡ 4 (mod 6)的

性质 5.50：对于每个整数 u ∈ [3, 11] ∪ {13, 14, 17, 18, 22}，都存在型为 23u41 的

[3, 1]-GDC(5)。

证明. u ∈ [3, 11] ∪ {13, 14, 17, 18, 22} Xu = Z3u ∪ {∞0, . . . ,∞3}

Hu = G3u,2 ∪ {{∞0, . . . ,∞3}} Cu [84] 中 II 的

2的 组 (Xu,Hu, Cu) 的 23u41 的 [3, 1]-GDC(5)

6u(u+ 1) 码

定理 5.51：对于所有 t ≥ 2，A3(6t+ 4, 5, [3, 1]) = U(6t+ 4, 5, [3, 1]) 均成立。

证明. t = 2 (16, 5, [3, 1])3-码的 37 码 5.2中

t ≥ 3 K = [4, 12] ∪ {14, 15, 18, 19, 23} 5.16 t ≥ 3

PBD(t+1, K) 中 t 的K-GDD

组 合 {k − 1 | k ∈ K}中 组

6u 的 [3, 1]-GDC(5) 中 u ∈ K 的 组码 6t 组

合 {6k − 6 | k ∈ K} 码中 23s41 的 码

s+ 1 ∈ K 的码的 23t41 4的 组中 4的

码 码 6t + 4的 合码 码

U(6t+ 4, 5, [3, 1]) 码 的

5.3.7 n ≡ 5 (mod 6)的

引理 5.52：对于所有正整数 n ≡ 5 (mod 6)，均有 A3(n, 5, [3, 1]) ≤ U(n, 5, [3, 1])− 1。
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证明. C ⊆ ZX
3 (n, 5, [3, 1])3-码 |X| = n n ≡ 5

(mod 6) 码 中 “1”的 组 X 的 3-

|C| 3- 组 X 的 2-(n, 3, 1)

5.19

A3(n, 5, [3, 1]) ≤ D1(n, 3, 2)

= U1(n, 3, 2)− 1

= ⌊n
3
⌊n− 1

2
⌋⌋ − 1

= U(n, 5, [3, 1])− 1

性质 5.53：对于每个 n ∈ {11, 17, 23, 29}，都存在大小为 U(n, 5, [3, 1]) − 1 的最优

(n, 5, [3, 1])3-码。

证明. [84]中的 III

性质 5.54：对于所有整数 t ≥ 93，等式 A3(6t + 5, 5, [3, 1]) = U(6t + 5, 5, [3, 1]) − 1

均成立。

证明. TD(6, u)的组 u4x1y1的 {4, 5, 6}-GDD 中 x ∈ [0, u]

y ∈ [2, 5] 中 y的组中 的 4 的

6 (6u)4(6x)1z1 的 组码 中 z = 10, 16, 22, 28

组 中 合 的 码

6t+5的 合码 中 t ∈ [4u+1, 5u+4] u 23

93的

性质 5.55：对于每个整数 17 ≤ t ≤ 92，等式 A3(6t+5, 5, [3, 1]) = U(6t+5, 5, [3, 1])−1

都成立。

证明. 5.54类 t ∈ [17, 20] TD(5, 4)的 组

44x1的 {4, 5}-GDD 中 x ∈ [1, 4] 6的 法 244(6x)1

的 组码 组 中 6441的 码
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616(6x+ 4)1的 [3, 1]-GDC(5) 码中

7 6x+ 5的 码 (6t+ 5, 5, [3, 1])3-码

t ∈ [21, 29] TD(6, 5) 54x1y1的 {4, 5, 6}-GDD 中 x ∈ [0, 5]

y ∈ [2, 5] 组中的 4 6

304(6x)1z1的 组码 中 z = 10, 16, 22, 28 组

中 6x + 1 z + 1的 码 6t + 5的

合码

t ∈ [29, 92] 的方法 TD(8, 7) TD(10, 9)

t ∈ [29, 60] t ∈ [37, 94] 的

性质 5.56：对于每个整数 6 ≤ t ≤ 16，等式 A3(6t+5, 5, [3, 1]) = U(6t+5, 5, [3, 1])−1

均成立。

证明. t ∈ {6, 8, 10, 12, 14, 16} (6t + 5, 5, [3, 1])码的码 组

{∞0, . . . ,∞10} 的 (11, 5, [3, 1])码

[84] 中 IV 的 (0, 1, . . . , 3t − 4)(3t − 3, . . . , 6t − 7)(∞0) · · · (∞10)

的

t ∈ {7, 9, 11, 13, 15} s = 3(t − 1)/2 (6t + 5, 5, [3, 1]) 码的码

{∞0, . . . ,∞10} 的 (11, 5, [3, 1])码

[84] 中 V 的 (0, 1, . . . , s − 1)(s, . . . , 2s −

1)(2s, . . . , 3s− 1)(3s, . . . , 4s− 1)(∞0) · · · (∞10)

的 (0, 1, . . . , 2s− 1)(2s, . . . , 4s− 1)(∞0) · · · (∞10)

合

定理 5.57：对于所有正整数 t ≥ 1，等式 A3(6t+ 5, 5, [3, 1]) = U(6t+ 5, 5, [3, 1])− 1

均成立。

5.4 A3(n, 5, [2, 2])的

中 A3(n, 5, [2, 2])的 中 n ≤ 10

Svanström [165] 5.1 中的 5.1
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5.4.1 组码 [2, 2]-GDC(5)

性质 5.58：对于 u ∈ {7, 9, 11}，存在大小为 u(u− 1)、型为 2u 的 [2, 2]-GDC(5)。

证明. (Z14,G7,2, C1) 42 27 的 [2, 2]-GDC(5) 中 C1

⟨0, 11, 2, 12⟩ ⟨0, 1, 4, 10⟩ ⟨0, 5, 11, 13⟩的 组

(Z18,G9,2, C2) 72 29 的 [2, 2]-GDC(5) 中 C2

⟨0, 14, 10, 13⟩ ⟨0, 2, 7, 8⟩ ⟨0, 1, 3, 16⟩ ⟨0, 8, 1, 12⟩的 组

(Z22,G11,2, C3) 110 211 的 [2, 2]-GDC(5) 中 C3

⟨0, 8, 6, 10⟩ ⟨0, 10, 1, 3⟩ ⟨0, 19, 4, 9⟩ ⟨0, 6, 5, 14⟩ ⟨0, 2, 18, 19⟩的 组

性质 5.59：对于 u ∈ [4, 7]，都存在型为 4u 的 [2, 2]-GDC(5)，其含有 4u(u− 1) 个

码字。

证明. (Z16,G4,4, C1) 48 44的 [2, 2]-GDC(5) 中的码

4的 组

⟨0, 2, 1, 7⟩ ⟨0, 11, 6, 9⟩ ⟨1, 8, 7, 10⟩ ⟨3, 10, 8, 13⟩ ⟨1, 2, 3, 12⟩
⟨1, 7, 4, 6⟩ ⟨1, 15, 2, 8⟩ ⟨3, 14, 4, 5⟩ ⟨3, 12, 9, 10⟩ ⟨1, 14, 0, 11⟩
⟨0, 10, 3, 5⟩ ⟨0, 13, 10, 11⟩

u ∈ [5, 7] Xu = Z4u Hu = Gu,4 Cu 的 组

u = 5

⟨0, 7, 8, 19⟩ ⟨0, 14, 3, 11⟩ ⟨0, 12, 14, 18⟩ ⟨0, 9, 13, 16⟩

u = 6

⟨0, 16, 15, 17⟩ ⟨0, 9, 11, 16⟩ ⟨0, 14, 10, 19⟩
⟨0, 1, 14, 22⟩ ⟨0, 5, 8, 9⟩

u = 7

⟨0, 12, 17, 23⟩ ⟨0, 19, 10, 18⟩ ⟨0, 4, 12, 24⟩
⟨0, 15, 9, 13⟩ ⟨0, 18, 6, 15⟩ ⟨0, 2, 3, 4⟩

(Xu,Hu, Cu) 的 组码

性质 5.60：存在大小为 64、型为 4421 的，和大小为 100、型为 4521 的 [2, 2]-GDC(5)。
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证明. u = 4 5 Xu = Z4u ∪ {∞0,∞1} Hu = Gu,4 ∪ {{∞0,∞1}} Cu

2的 组 的 合

u = 4

⟨0, 2, 9, 15⟩ ⟨0, 13, 3, 10⟩ ⟨1, 10, 12, 15⟩ ⟨1, 15, 2, 8⟩
⟨∞0, 1, 3, 6⟩ ⟨∞1, 0, 1, 6⟩ ⟨2, 1, 0,∞1⟩ ⟨7, 6, 1,∞0⟩

u = 5

⟨0, 3, 2, 16⟩ ⟨0, 11, 9, 13⟩ ⟨0, 13, 1, 7⟩ ⟨0, 19, 6, 8⟩
⟨1, 4, 7, 18⟩ ⟨1, 14, 12, 13⟩ ⟨∞0, 1, 2, 5⟩ ⟨17, 8, 0,∞0⟩
⟨∞1, 0, 4, 11⟩ ⟨5, 4, 1,∞1⟩

(Xu,Hu, Cu) 的 组码

性质 5.61：存在一个型为 65 的 [2, 2]-GDC(5)，含有 180 个码字。

证明. C Z30中的 组

⟨0, 12, 6, 8⟩ ⟨0, 22, 9, 23⟩ ⟨0, 24, 7, 28⟩ ⟨0, 9, 21, 27⟩
⟨0, 11, 14, 22⟩ ⟨0, 13, 2, 29⟩

(Z30,G5,6, C) 的 组码

性质 5.62：当 u = 4 或 5 时，存在一个大小为 16u(u−1)、型为 8u 的 [2, 2]-GDC(5)。

证明. C4 C5 Z32 Z40中的 组 的 合

u = 4

⟨0, 11, 5, 10⟩ ⟨0, 31, 22, 29⟩ ⟨0, 6, 17, 19⟩ ⟨0, 2, 9, 27⟩
⟨0, 3, 6, 21⟩ ⟨0, 13, 14, 15⟩

u = 5

⟨0, 7, 16, 39⟩ ⟨0, 12, 13, 31⟩ ⟨0, 21, 29, 33⟩ ⟨0, 38, 4, 36⟩
⟨0, 1, 3, 22⟩ ⟨0, 3, 14, 27⟩ ⟨0, 31, 17, 28⟩ ⟨0, 11, 18, 34⟩

(Z32,G4,8, C4) (Z40,G5,8, C5) 192 84 320 85的

[2, 2]-GDC(5)

性质 5.63：对于每个 u ∈ [5, 9]，都存在一个大小为 8u(2u+ 3)、型为 8u101 和一个

大小为 8u(2u+ 5)、型为 8u141 的 [2, 2]-GDC(5)。
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5.3 (12, 5, [2, 2])3-码的 30 码

⟨0, 4, 1, 7⟩ ⟨2, 7, 6, 8⟩ ⟨4, 5, 0, 9⟩ ⟨4, 11, 2, 3⟩ ⟨7, 9, 3, 10⟩
⟨0, 5, 3, 8⟩ ⟨2, 8, 4, 9⟩ ⟨0, 11, 4, 6⟩ ⟨4, 8, 5, 11⟩ ⟨8, 10, 1, 2⟩
⟨0, 6, 2, 5⟩ ⟨2, 9, 0, 1⟩ ⟨1, 3, 9, 11⟩ ⟨5, 10, 6, 7⟩ ⟨8, 11, 0, 7⟩
⟨1, 5, 2, 4⟩ ⟨3, 6, 4, 7⟩ ⟨1, 6, 0, 10⟩ ⟨6, 10, 8, 9⟩ ⟨0, 2, 10, 11⟩
⟨1, 8, 3, 6⟩ ⟨3, 7, 0, 2⟩ ⟨2, 10, 3, 5⟩ ⟨6, 7, 1, 11⟩ ⟨5, 11, 1, 10⟩
⟨1, 9, 7, 8⟩ ⟨3, 9, 5, 6⟩ ⟨3, 4, 8, 10⟩ ⟨7, 11, 5, 9⟩ ⟨9, 10, 4, 11⟩

证明. u ∈ [5, 9] Xu = Z8u∪{∞0, . . . ,∞9} Hu = Gu,8∪{{∞0, . . . ,∞9}}

Cu [84]中 VI 的 2的 的 合

(Xu,Hu, Cu) 的 组码

v ∈ [5, 9] Xv = Z8v∪{∞0, . . . ,∞13} Hv = Gv,8∪{{∞0, . . . ,∞13}}

Cv [84] 中 VII的 2的 的 合

(Xv,Hv, Cv) 的 组码

性质 5.64：对于每个 u ∈ [4, 7]，都存在大小为 36u(u−1)、型为 12u 的 [2, 2]-GDC(5)。

证明. 4 ≤ u ≤ 7 TD(4, 3) 4u 的 [2, 2]-GDC(5)

3的 中 的 组码 5.59

5.4.2 n ̸≡ 3 (mod 4)的

性质 5.65：对于每个 n ∈ {12, 13, 14, 16, 17, 18, 20, 21, 22}，都存在含有 U(n, 5, [2, 2])

个码字的最优 (n, 5, [2, 2])3-码。

证明. (12, 5, [2, 2])3-码的 30 码 5.3

n ∈ {13, 14, 17, 18, 21, 22} (n, 5, [2, 2])3-码的 U(n, 5, [2, 2]) 码

的 组

n = 13 ⟨0, 2, 7, 10⟩ ⟨0, 1, 3, 12⟩ ⟨0, 3, 4, 9⟩

n = 14 ⟨0, 5, 6, 8⟩ ⟨0, 3, 2, 12⟩ ⟨0, 1, 5, 11⟩

n = 17 ⟨0, 9, 6, 8⟩ ⟨0, 14, 7, 15⟩ ⟨0, 10, 2, 13⟩ ⟨0, 1, 5, 12⟩

n = 18 ⟨0, 1, 2, 4⟩ ⟨0, 4, 14, 17⟩ ⟨0, 5, 11, 12⟩ ⟨0, 8, 5, 16⟩

n = 21 ⟨0, 12, 13, 15⟩ ⟨0, 11, 10, 18⟩ ⟨0, 2, 11, 14⟩ ⟨0, 20, 5, 16⟩ ⟨0, 6, 4, 8⟩
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n = 22 ⟨0, 1, 2, 4⟩ ⟨0, 2, 7, 8⟩ ⟨0, 4, 14, 19⟩ ⟨0, 3, 12, 20⟩ ⟨0, 5, 18, 21⟩

n = 16 20 (n, 5, [2, 2])3-码的 U(n, 5, [2, 2]) 码

2的 组

n = 16

⟨0, 2, 4, 9⟩ ⟨1, 8, 2, 14⟩ ⟨1, 7, 10, 11⟩ ⟨0, 15, 13, 14⟩
⟨1, 13, 3, 8⟩ ⟨1, 10, 6, 13⟩ ⟨0, 10, 11, 15⟩

n = 20

⟨0, 4, 1, 3⟩ ⟨1, 8, 6, 17⟩ ⟨0, 15, 8, 14⟩ ⟨0, 12, 5, 16⟩
⟨0, 19, 2, 6⟩ ⟨0, 1, 12, 15⟩ ⟨1, 17, 5, 18⟩ ⟨1, 7, 13, 16⟩
⟨0, 9, 7, 11⟩

性质 5.66：对于每个正整数，都存在长度为 n = 4t、4t + 1 和 4t + 2 的最优

(n, 5, [2, 2])3-码。

证明. 5.16 t ≥ 23 PBD(t+1, {4, 5, 6}) 中

组 3 4 5的 t {4, 5, 6}-GDD 4

44 45 46的 [2, 2]-GDC(5) 组 12 16 20 C⋆

C⋆的组中 12 16 20的 合码 n = 4t

的 中 t ≥ 23

C⋆ 中 组 13 17 21的

码 n = 4t+ 1的

C⋆ 中 组 27 29 211 的

[2, 2]-GDC(5) 组码中 U(4t + 2, 5, [2, 2]) 码

4t+ 2的 合码

性质 5.67：对于每个 t ∈ {8, 10, 12} ∪ [14, 16] ∪ [18, 22]，都存在长度为 n = 4t 和

4t+ 1 的最优 (n, 5, [2, 2])3-码。

证明. t = 8, 10 84 85 的 [2, 2]-GDC(5) 中 x

x = 0, 1 组 中 码 32 + x

40 + x的 合码
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t = 12, 14 5.7 34 27 的 {4}-GDD

4 124 87的 [2, 2]-GDC(5) 中 x

x = 0, 1 组 中 码

48 + x 56 + x的 合码

t = 15 4的 35的 {4}-GDD 中

x x = 0, 1 组 中 码

60 + x的 合码

t = 16, 18, 19, 20 TD(5, 4) 44y1 的 {4, 5}-GDD 中 y =

0, 2, 3, 4 4的 组 中 x

x = 0, 1 组 中 码 4t + x的

合码

t = 21 4的 37 的 {4}-GDD 中

x x = 0, 1 组 中 码

(84 + x, 5, [2, 2])3-码

t = 22 TD(5, 5) 5421的 {4, 5}-GDD 4的

组 中 x x = 0, 1 组

中 码 88 + x的 合码

性质 5.68：对于每个 t ∈ {12, 15, 16} ∪ [18, 22]，都存在大小为 U(4t+ 2, 5, [2, 2]) 的

最优 (4t+ 2, 5, [2, 2])3-码。

证明. t ∈ {12, 15, 18, 21} 12u u ∈ [4, 7] 的 [2, 2]-GDC(5)中

组 中 27 的 码

26u+1的 组码 U(4 ∗ (3u) + 2, 5, [2, 2]) 合码

t = 16, 19, 20 TD(5, 4) 44x1 x = 0, 3, 4 的 {4, 5}-GDD

4的 组 中

27 29的 码 的

t = 22 65的 [2, 2]-GDC(5) 3的

组 18的 码 90的 合码
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性质 5.69：对于参数

1. n = 4t, 4t+ 1 且 t ∈ {6, 7, 9, 11, 13, 17}；和

2. n = 4t+ 2 且 t ∈ [6, 11] ∪ {13, 14, 17}，

等式 A3(n, 5, [2, 2]) = U(n, 5, [2, 2]) 均成立。

证明. t ∈ {6, 7, 9, 11, 13, 17} (4t, 5, [2, 2])3-码的码 5.5 中

5.8 的 2的 组

t ∈ {6, 7, 9, 11, 13, 17} (4t + 1, 5, [2, 2])3-码的码 5.5 中

5.9 的 的 组

t ∈ [6, 11] ∪ {13, 14, 17} (4t+ 2, 5, [2, 2])3-码的码 5.5 中

5.10 的 的 组

的

定理 5.70：对于所有满足 n ≥ 12 和 n ̸≡ 3 (mod 4) 的长度 n，等式 A3(n, 5, [2, 2]) =

U(n, 5, [2, 2]) 均成立。

5.4.3 n ≡ 3 (mod 4)的

的 的 G = (Vn, E) n

中 Vn = {1, 2, . . . , n} E = {i → j : i ̸= j}

(n, 5, [2, 2])3-码 C 中 码 v = ⟨a, b, c, d⟩ G的

G(v) = (Vn, E(v)) 中 E(v) = {a → c, a → d, b → c, b → d}

码 u ̸= v E(u) ∩ E(v) = ∅ dH(u,v) < 5

G的 G(C) = (Vn, E(C)) 码 C 的残留图 Leave Graph

中 E(C) = E\
∪

v∈C E(v)

引理 5.71：对于所有长度 n ≡ 3 (mod 4)，均有 A3(n, 5, [2, 2]) ≤ U(n, 5, [2, 2])− 1。

证明. n = 4t + 3 (4t + 3, 5, [2, 2])3-码 C U := U(4t +

3, 5, [2, 2]) = 4t2 + 5t+ 1 码 的 G(C) = (V4t+3, E(C))中 的
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|E(C)| = |E| −

∣∣∣∣∣∪
v∈C

E(v)

∣∣∣∣∣
= (4t+ 3)(4t+ 2)− 4U

= 2

G(C)的 中 的 的

的 的

的 Johnson

性质 5.72：对于每个 t ∈ {0, 1, 2}，都存在最优 (4t + 11, 5, [2, 2])3-码，其大小为

U(4t+ 11, 5, [2, 2])− 1。

证明. 5.5 中的 5.11

性质 5.73：对于所有 t ≥ 96，都存在大小为 U(4t + 11, 5, [2, 2]) − 1 的最优

(4t+ 11, 5, [2, 2])3-码。

证明. 5.9 u ≥ 12 TD(6, 2u) 组

(2u)4(2x)151 (2u)4(2x)171的 {4, 5, 6}-GDD 中 x ∈ [0, u]

法 中 组的 4 组的 2 (8u)4(8x)1101

(8u)4(8x)1141 的 [2, 2]-GDC(5) 组 中

码 4t+11的 合码 中 t ∈ [8u, 10u+1]

u 12 [8u, 10u+ 1] 96的

性质 5.74：对于每个整数 10 ≤ t ≤ 95，都存在最优 (4t + 11, 5, [2, 2])3-码，含

U(4t+ 11, 5, [2, 2])− 1 个码字。

证明. 10 ≤ t ≤ 19 5.63 u ∈ [5, 9] 8u101 8u141

的 [2, 2]-GDC(5) 组 中 的 合码

(4t+ 11, 5, [2, 2])3-码 中 10 ≤ t ≤ 19

20 ≤ t ≤ 27 TD(6, 5)的 组 54x1y1的 {4, 5, 6}-

GDD 中 x ∈ {0, 2, 3, 4, 5} y ∈ [3, 5] 法 中
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组中的 2 4 204(4x)1101 204(4x)1141

204(4x)1181的 组码 组 中

4(20 + x) + 11 4(21 + x) + 11 4(22 + x) + 11的 码

28 ≤ t ≤ 97 的方法 TD(6, u) u ∈ {7, 9, 11, 19}

的

性质 5.75：对于每个 3 ≤ t ≤ 9，都存在长度为 n = 4t+11 的最优 (n, 5, [2, 2])3-码，

其大小为 U(n, 5, [2, 2])− 1。

证明. (23, 5, [2, 2])3-码的 125 码

(0, 1, . . . , 4)(5, 6, . . . , 9)(10, 11, . . . , 14)(15, 16, . . . , 19)(20)(21)(22)

⟨1, 8, 9, 14⟩ ⟨0, 17, 20, 6⟩ ⟨19, 3, 7, 18⟩ ⟨11, 1, 15, 10⟩ ⟨3, 10, 16, 15⟩
⟨10, 5, 0, 3⟩ ⟨12, 13, 8, 6⟩ ⟨20, 9, 8, 16⟩ ⟨12, 19, 1, 15⟩ ⟨5, 11, 18, 22⟩
⟨19, 4, 0, 6⟩ ⟨13, 0, 11, 4⟩ ⟨3, 16, 13, 0⟩ ⟨12, 22, 9, 13⟩ ⟨5, 12, 20, 14⟩
⟨21, 6, 0, 9⟩ ⟨14, 3, 21, 1⟩ ⟨7, 2, 14, 18⟩ ⟨20, 18, 3, 12⟩ ⟨7, 15, 21, 10⟩
⟨5, 9, 19, 1⟩ ⟨18, 4, 22, 9⟩ ⟨8, 15, 5, 13⟩ ⟨22, 17, 0, 15⟩ ⟨21, 18, 15, 14⟩

(27, 5, [2, 2])3-码的 174 码 9的

⟨5, 6, 8, 9⟩ ⟨0, 2, 14, 15⟩ ⟨5, 25, 2, 10⟩ ⟨1, 18, 17, 21⟩ ⟨5, 20, 12, 15⟩
⟨0, 6, 4, 11⟩ ⟨0, 23, 8, 21⟩ ⟨6, 10, 2, 18⟩ ⟨1, 25, 11, 18⟩ ⟨5, 23, 18, 25⟩
⟨1, 2, 6, 23⟩ ⟨0, 26, 7, 16⟩ ⟨6, 22, 7, 17⟩ ⟨2, 12, 10, 17⟩ ⟨6, 18, 13, 24⟩
⟨2, 16, 0, 8⟩ ⟨1, 14, 2, 13⟩ ⟨7, 16, 3, 22⟩ ⟨2, 19, 22, 26⟩ ⟨6, 20, 10, 16⟩
⟨2, 23, 5, 7⟩ ⟨1, 19, 3, 25⟩ ⟨8, 11, 0, 10⟩ ⟨2, 22, 16, 20⟩ ⟨6, 23, 15, 19⟩
⟨2, 3, 9, 12⟩ ⟨3, 13, 2, 21⟩ ⟨8, 21, 9, 13⟩ ⟨2, 24, 11, 13⟩ ⟨6, 25, 14, 26⟩
⟨4, 25, 7, 8⟩ ⟨3, 23, 4, 13⟩ ⟨8, 23, 2, 24⟩ ⟨3, 12, 14, 20⟩ ⟨8, 18, 11, 20⟩
⟨6, 14, 1, 3⟩ ⟨3, 25, 0, 15⟩ ⟨0, 11, 12, 13⟩ ⟨3, 18, 16, 19⟩ ⟨8, 24, 12, 18⟩
⟨6, 7, 5, 25⟩ ⟨3, 5, 23, 26⟩ ⟨0, 13, 10, 19⟩ ⟨3, 22, 10, 24⟩ ⟨8, 25, 19, 22⟩
⟨7, 9, 6, 14⟩ ⟨4, 22, 0, 23⟩ ⟨0, 19, 17, 23⟩ ⟨3, 26, 17, 25⟩ ⟨8, 26, 14, 21⟩
⟨8, 13, 4, 6⟩ ⟨4, 24, 3, 14⟩ ⟨1, 12, 15, 16⟩ ⟨4, 16, 11, 21⟩
⟨8, 19, 1, 5⟩ ⟨4, 8, 15, 17⟩ ⟨1, 16, 19, 24⟩ ⟨4, 19, 13, 18⟩

(31, 5, [2, 2])3-码的 231 码

(0, 1, . . . , 6)(7, 8, . . . , 13)(14, 15, . . . , 20)(21, 22, . . . , 27)(28)(29)(30)
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⟨1, 3, 9, 8⟩ ⟨2, 8, 28, 22⟩ ⟨15, 18, 3, 16⟩ ⟨2, 16, 26, 21⟩ ⟨14, 28, 11, 23⟩
⟨2, 3, 4, 6⟩ ⟨22, 21, 7, 0⟩ ⟨15, 29, 23, 6⟩ ⟨22, 24, 27, 4⟩ ⟨15, 27, 10, 29⟩
⟨2, 9, 11, 0⟩ ⟨8, 11, 12, 3⟩ ⟨16, 23, 6, 28⟩ ⟨22, 25, 17, 6⟩ ⟨16, 26, 15, 27⟩
⟨8, 7, 1, 18⟩ ⟨8, 30, 4, 23⟩ ⟨16, 24, 18, 8⟩ ⟨22, 29, 20, 9⟩ ⟨23, 13, 11, 22⟩
⟨1, 28, 14, 0⟩ ⟨9, 17, 14, 6⟩ ⟨2, 10, 18, 13⟩ ⟨4, 21, 30, 25⟩ ⟨23, 30, 12, 20⟩
⟨1, 4, 16, 15⟩ ⟨15, 14, 1, 21⟩ ⟨2, 12, 19, 29⟩ ⟨8, 24, 26, 17⟩
⟨2, 7, 27, 24⟩ ⟨15, 17, 11, 8⟩ ⟨2, 13, 25, 12⟩ ⟨9, 19, 30, 15⟩

n ∈ {35, 39, 43, 47} (n, 5, [2, 2])3-码的 U(n, 5, [2, 2]) − 1 码

组 {n − 11, n − 10, . . . , n − 1} 的

(11, 5, [2, 2])-码 5.5 中 5.12 的

• n = 35 (0, 1, . . . , 5) (6, 7, . . . , 11) (12, 13, . . . , 17) (18, 19, . . . , 23)

(24, 25, . . . , 29) (30, 31) (32, 33) (34)

• n ∈ {39, 43, 47} (0, 1, . . . , s − 1) (s, . . . , 2s − 1) (2s, . . . , 3s − 1)

(3s, . . . , 4s− 1) (4s)(4s+ 1) · · · (4s+ 10) 中 s = (n− 11)/4

合 的

定理 5.76：对于每个正整数 t，都存在最优 (4t + 11, 5, [2, 2])3-码，其含有 U(4t +

11, 5, [2, 2])− 1 个码字。

5.5

5.4 66 [3, 1]-GDC(5)中的 180 码

⟨0, 1, 8, 3⟩ ⟨4, 7, 21, 18⟩ ⟨11, 16, 18, 2⟩ ⟨6, 20, 23, 21⟩ ⟨13, 27, 29, 22⟩
⟨0, 4, 35, 2⟩ ⟨5, 12, 33, 8⟩ ⟨11, 19, 27, 0⟩ ⟨6, 21, 34, 13⟩ ⟨13, 34, 35, 26⟩
⟨0, 9, 23, 7⟩ ⟨5, 7, 18, 10⟩ ⟨11, 32, 33, 4⟩ ⟨6, 33, 35, 10⟩ ⟨14, 15, 25, 18⟩
⟨1, 3, 35, 6⟩ ⟨5, 8, 16, 24⟩ ⟨12, 15, 35, 4⟩ ⟨7, 10, 14, 33⟩ ⟨14, 16, 27, 13⟩
⟨1, 4, 27, 8⟩ ⟨5, 9, 19, 22⟩ ⟨13, 26, 30, 3⟩ ⟨7, 11, 28, 27⟩ ⟨14, 17, 30, 19⟩
⟨1, 5, 6, 14⟩ ⟨6, 10, 15, 8⟩ ⟨14, 21, 31, 6⟩ ⟨7, 12, 26, 15⟩ ⟨14, 22, 23, 25⟩
⟨2, 7, 29, 4⟩ ⟨6, 13, 22, 2⟩ ⟨15, 19, 32, 5⟩ ⟨7, 15, 23, 20⟩ ⟨14, 24, 35, 27⟩
⟨3, 4, 32, 0⟩ ⟨6, 16, 19, 3⟩ ⟨16, 20, 33, 1⟩ ⟨7, 22, 33, 35⟩ ⟨14, 28, 33, 31⟩
⟨3, 5, 25, 2⟩ ⟨6, 25, 29, 9⟩ ⟨16, 21, 30, 7⟩ ⟨8, 10, 13, 27⟩ ⟨15, 17, 20, 22⟩

76



最优常重复合码的组合递归构造

⟨3, 7, 24, 8⟩ ⟨6, 28, 32, 7⟩ ⟨17, 18, 28, 8⟩ ⟨8, 11, 25, 21⟩ ⟨15, 29, 31, 14⟩
⟨4, 5, 14, 3⟩ ⟨6, 8, 17, 31⟩ ⟨17, 24, 25, 3⟩ ⟨8, 12, 27, 29⟩ ⟨15, 30, 34, 17⟩
⟨4, 8, 9, 17⟩ ⟨7, 16, 17, 9⟩ ⟨2, 12, 21, 11⟩ ⟨8, 15, 24, 35⟩ ⟨16, 23, 32, 18⟩
⟨6, 7, 27, 5⟩ ⟨7, 20, 34, 3⟩ ⟨2, 13, 33, 28⟩ ⟨8, 21, 35, 34⟩ ⟨16, 24, 26, 31⟩
⟨6, 9, 14, 4⟩ ⟨7, 8, 30, 28⟩ ⟨2, 15, 18, 13⟩ ⟨8, 31, 33, 30⟩ ⟨16, 31, 35, 12⟩
⟨0, 13, 20, 4⟩ ⟨7, 9, 35, 14⟩ ⟨2, 16, 25, 33⟩ ⟨9, 10, 25, 30⟩ ⟨17, 22, 32, 27⟩
⟨0, 2, 34, 15⟩ ⟨8, 18, 34, 7⟩ ⟨2, 24, 28, 25⟩ ⟨9, 12, 16, 20⟩ ⟨17, 26, 31, 34⟩
⟨0, 3, 17, 26⟩ ⟨8, 19, 23, 6⟩ ⟨2, 27, 31, 17⟩ ⟨9, 13, 18, 35⟩ ⟨17, 27, 34, 18⟩
⟨0, 5, 27, 28⟩ ⟨8, 22, 29, 1⟩ ⟨22, 24, 27, 7⟩ ⟨9, 20, 22, 23⟩ ⟨18, 19, 21, 14⟩
⟨0, 7, 32, 34⟩ ⟨9, 24, 31, 2⟩ ⟨23, 27, 30, 1⟩ ⟨9, 29, 34, 19⟩ ⟨18, 20, 31, 29⟩
⟨1, 2, 30, 10⟩ ⟨9, 26, 28, 5⟩ ⟨25, 26, 27, 6⟩ ⟨9, 30, 32, 13⟩ ⟨18, 22, 25, 26⟩
⟨1, 23, 24, 4⟩ ⟨0, 10, 26, 23⟩ ⟨3, 11, 30, 14⟩ ⟨10, 17, 19, 32⟩ ⟨18, 26, 35, 21⟩
⟨1, 33, 34, 5⟩ ⟨0, 11, 31, 33⟩ ⟨3, 12, 22, 19⟩ ⟨10, 20, 27, 25⟩ ⟨18, 27, 32, 11⟩
⟨1, 9, 11, 18⟩ ⟨0, 14, 19, 35⟩ ⟨3, 13, 16, 17⟩ ⟨10, 21, 23, 31⟩ ⟨18, 29, 33, 34⟩
⟨2, 10, 35, 9⟩ ⟨0, 15, 28, 19⟩ ⟨3, 19, 20, 18⟩ ⟨10, 24, 33, 17⟩ ⟨19, 22, 35, 15⟩
⟨2, 3, 23, 34⟩ ⟨0, 16, 29, 21⟩ ⟨3, 31, 34, 11⟩ ⟨10, 31, 32, 15⟩ ⟨19, 24, 34, 33⟩
⟨2, 4, 19, 30⟩ ⟨0, 21, 22, 20⟩ ⟨4, 12, 13, 32⟩ ⟨11, 13, 14, 15⟩ ⟨19, 26, 29, 27⟩
⟨2, 5, 22, 18⟩ ⟨0, 25, 33, 14⟩ ⟨4, 15, 26, 11⟩ ⟨11, 21, 24, 28⟩ ⟨19, 30, 33, 26⟩
⟨2, 6, 11, 19⟩ ⟨1, 10, 29, 26⟩ ⟨4, 18, 23, 15⟩ ⟨11, 26, 34, 25⟩ ⟨20, 21, 29, 12⟩
⟨2, 9, 17, 12⟩ ⟨1, 12, 17, 33⟩ ⟨4, 24, 29, 20⟩ ⟨12, 14, 34, 23⟩ ⟨20, 30, 35, 31⟩
⟨3, 10, 18, 1⟩ ⟨1, 14, 18, 28⟩ ⟨4, 25, 30, 23⟩ ⟨12, 19, 28, 17⟩ ⟨21, 25, 28, 32⟩
⟨3, 14, 29, 7⟩ ⟨1, 15, 16, 30⟩ ⟨5, 10, 30, 20⟩ ⟨12, 20, 25, 34⟩ ⟨22, 30, 31, 32⟩
⟨3, 6, 26, 28⟩ ⟨1, 20, 28, 35⟩ ⟨5, 13, 15, 12⟩ ⟨12, 23, 31, 28⟩ ⟨23, 25, 34, 27⟩
⟨3, 8, 28, 13⟩ ⟨1, 21, 32, 29⟩ ⟨5, 20, 24, 13⟩ ⟨12, 29, 32, 25⟩ ⟨23, 26, 33, 16⟩
⟨4, 11, 20, 7⟩ ⟨1, 22, 26, 12⟩ ⟨5, 21, 26, 19⟩ ⟨13, 17, 21, 10⟩ ⟨25, 32, 35, 22⟩
⟨4, 17, 33, 6⟩ ⟨10, 11, 12, 3⟩ ⟨5, 28, 31, 21⟩ ⟨13, 23, 28, 24⟩ ⟨27, 28, 35, 30⟩
⟨4, 6, 31, 35⟩ ⟨11, 15, 22, 6⟩ ⟨5, 32, 34, 31⟩ ⟨13, 24, 32, 16⟩ ⟨28, 29, 30, 33⟩

5.5 6u21 [3, 1]-GDC(5)的 码 u ∈ [4, 7]

u 码

4

⟨0, 18, 7, 9⟩ ⟨3, 0, 10, 5⟩ ⟨2, 12, 23, 5⟩ ⟨5, 20, 11, 22⟩ ⟨∞1, 1, 15, 0⟩
⟨1, 8, 19, 2⟩ ⟨3, 2, 16, 1⟩ ⟨3, 4, 17, 14⟩ ⟨∞0, 0, 9, 3⟩ ⟨∞0, 4, 19, 17⟩
⟨2, 1, 0, 11⟩ ⟨3, 5, 22, 4⟩ ⟨4, 22, 1, 15⟩ ⟨∞0, 2, 5, 8⟩ ⟨1, 16, 11, 18⟩
⟨2, 8, 21, 3⟩ ⟨3, 9, 12, 2⟩ ⟨5, 12, 7, 18⟩ ⟨∞1, 2, 4, 7⟩ ⟨∞1, 0, 5, 23⟩
⟨2, 9, 7, 16⟩ ⟨4, 6, 5, 19⟩

5

⟨0, 3, 4, 1⟩ ⟨0, 18, 29, 7⟩ ⟨3, 17, 10, 4⟩ ⟨3, 11, 22, 25⟩ ⟨∞0, 5, 13, 1⟩
⟨1, 4, 2, 10⟩ ⟨1, 28, 0, 27⟩ ⟨3, 25, 9, 26⟩ ⟨3, 20, 21, 17⟩ ⟨∞1, 0, 14, 2⟩
⟨1, 7, 3, 24⟩ ⟨2, 10, 26, 8⟩ ⟨5, 12, 3, 11⟩ ⟨3, 24, 26, 12⟩ ⟨∞1, 1, 22, 0⟩
⟨0, 13, 6, 17⟩ ⟨2, 28, 19, 0⟩ ⟨5, 22, 4, 18⟩ ⟨5, 23, 14, 17⟩ ⟨∞1, 3, 29, 10⟩
⟨0, 16, 22, 9⟩ ⟨2, 29, 5, 28⟩ ⟨1, 17, 13, 15⟩ ⟨∞0, 2, 6, 9⟩ ⟨∞0, 3, 16, 2⟩
⟨0, 17, 19, 8⟩ ⟨3, 14, 6, 27⟩ ⟨2, 13, 20, 21⟩
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6

⟨0, 9, 8, 13⟩ ⟨1, 8, 30, 33⟩ ⟨5, 9, 25, 28⟩ ⟨2, 35, 34, 21⟩ ⟨∞1, 1, 2, 6⟩
⟨3, 6, 8, 11⟩ ⟨1, 9, 16, 26⟩ ⟨0, 19, 22, 27⟩ ⟨3, 18, 28, 26⟩ ⟨∞0, 3, 7, 35⟩
⟨4, 0, 3, 19⟩ ⟨2, 15, 10, 0⟩ ⟨0, 34, 23, 14⟩ ⟨4, 17, 12, 32⟩ ⟨∞0, 5, 22, 7⟩
⟨0, 26, 1, 10⟩ ⟨2, 27, 4, 17⟩ ⟨1, 11, 32, 28⟩ ⟨4, 24, 13, 33⟩ ⟨∞1, 0, 11, 7⟩
⟨0, 31, 29, 2⟩ ⟨2, 29, 9, 24⟩ ⟨1, 15, 23, 12⟩ ⟨4, 26, 35, 18⟩ ⟨∞0, 0, 20, 15⟩
⟨0, 35, 32, 4⟩ ⟨3, 24, 1, 14⟩ ⟨2, 21, 23, 16⟩ ⟨5, 13, 34, 15⟩ ⟨∞1, 3, 22, 23⟩
⟨1, 20, 10, 5⟩ ⟨5, 1, 27, 18⟩ ⟨2, 22, 25, 18⟩ ⟨5, 24, 15, 16⟩

7

⟨0, 2, 1, 6⟩ ⟨0, 38, 19, 2⟩ ⟨4, 15, 0, 27⟩ ⟨2, 20, 17, 32⟩ ⟨5, 23, 22, 41⟩
⟨0, 16, 3, 8⟩ ⟨0, 5, 39, 36⟩ ⟨4, 35, 8, 17⟩ ⟨2, 36, 27, 19⟩ ⟨5, 28, 31, 30⟩
⟨2, 5, 24, 1⟩ ⟨1, 14, 16, 4⟩ ⟨5, 30, 36, 3⟩ ⟨3, 15, 40, 14⟩ ⟨∞1, 1, 9, 38⟩
⟨3, 32, 2, 5⟩ ⟨1, 41, 35, 3⟩ ⟨0, 26, 31, 37⟩ ⟨3, 19, 29, 28⟩ ⟨∞0, 0, 32, 26⟩
⟨3, 5, 1, 39⟩ ⟨2, 33, 39, 7⟩ ⟨0, 27, 18, 17⟩ ⟨4, 20, 14, 15⟩ ⟨∞0, 1, 33, 17⟩
⟨4, 26, 3, 9⟩ ⟨3, 23, 27, 4⟩ ⟨0, 40, 13, 39⟩ ⟨4, 22, 10, 19⟩ ⟨∞0, 4, 41, 36⟩
⟨5, 6, 35, 2⟩ ⟨3, 7, 25, 26⟩ ⟨1, 13, 18, 21⟩ ⟨4, 27, 17, 30⟩ ⟨∞1, 0, 34, 12⟩
⟨0, 30, 10, 4⟩ ⟨4, 1, 37, 41⟩ ⟨2, 10, 19, 41⟩ ⟨5, 14, 25, 37⟩ ⟨∞1, 2, 11, 22⟩

5.6 6v41 [3, 1]-GDC(5)的 码 v ∈ [4, 9]

v 码

4

⟨4, 2, 5, 7⟩ ⟨0, 5, 23, 14⟩ ⟨0, 13, 15, 10⟩ ⟨∞1, 1, 20, 3⟩ ⟨∞3, 2, 16, 15⟩
⟨5, 3, 8, 6⟩ ⟨1, 22, 11, 8⟩ ⟨2, 12, 13, 23⟩ ⟨∞2, 0, 7, 21⟩ ⟨∞3, 3, 17, 16⟩
⟨2, 8, 17, 3⟩ ⟨2, 19, 1, 20⟩ ⟨∞0, 2, 0, 5⟩ ⟨∞2, 2, 3, 12⟩ ⟨0, 11, 18, 17⟩
⟨3, 20, 9, 2⟩ ⟨3, 4, 13, 18⟩ ⟨∞1, 0, 9, 6⟩ ⟨∞3, 0, 19, 1⟩ ⟨∞0, 5, 7, 18⟩
⟨3, 6, 16, 9⟩ ⟨4, 10, 1, 23⟩ ⟨∞0, 4, 21, 2⟩ ⟨∞1, 5, 10, 19⟩ ⟨∞2, 4, 11, 22⟩
⟨4, 6, 9, 19⟩

5

⟨1, 7, 9, 3⟩ ⟨5, 4, 8, 12⟩ ⟨2, 18, 24, 16⟩ ⟨∞0, 0, 26, 9⟩ ⟨∞1, 5, 18, 21⟩
⟨3, 9, 0, 2⟩ ⟨1, 12, 24, 0⟩ ⟨2, 19, 15, 28⟩ ⟨∞1, 3, 16, 4⟩ ⟨∞2, 3, 22, 25⟩
⟨1, 4, 28, 2⟩ ⟨1, 18, 19, 7⟩ ⟨2, 23, 11, 19⟩ ⟨∞2, 2, 0, 24⟩ ⟨∞3, 0, 29, 11⟩
⟨2, 20, 1, 9⟩ ⟨3, 5, 12, 24⟩ ⟨3, 14, 15, 17⟩ ⟨∞3, 2, 16, 8⟩ ⟨∞3, 1, 15, 24⟩
⟨2, 9, 5, 26⟩ ⟨4, 26, 2, 25⟩ ⟨4, 13, 11, 17⟩ ⟨∞0, 1, 10, 12⟩ ⟨∞2, 5, 1, 4⟩
⟨3, 10, 6, 7⟩ ⟨5, 21, 22, 9⟩ ⟨5, 24, 16, 28⟩ ⟨∞0, 3, 11, 14⟩ ⟨∞1, 2, 25, 14⟩
⟨4, 22, 6, 3⟩ ⟨1, 17, 23, 15⟩

6

⟨4, 9, 1, 2⟩ ⟨0, 33, 14, 5⟩ ⟨0, 26, 19, 11⟩ ⟨5, 14, 31, 16⟩ ⟨∞2, 3, 8, 16⟩
⟨2, 9, 0, 31⟩ ⟨1, 0, 17, 10⟩ ⟨0, 29, 31, 33⟩ ⟨5, 20, 28, 27⟩ ⟨∞0, 3, 13, 17⟩
⟨3, 11, 2, 7⟩ ⟨1, 2, 15, 17⟩ ⟨0, 32, 21, 22⟩ ⟨∞3, 0, 3, 1⟩ ⟨∞2, 1, 24, 15⟩
⟨3, 5, 1, 12⟩ ⟨1, 32, 34, 0⟩ ⟨1, 10, 21, 11⟩ ⟨∞0, 0, 22, 2⟩ ⟨∞2, 4, 11, 13⟩
⟨5, 19, 8, 3⟩ ⟨3, 10, 35, 0⟩ ⟨2, 30, 17, 22⟩ ⟨∞0, 2, 5, 18⟩ ⟨∞3, 1, 29, 14⟩
⟨5, 4, 6, 19⟩ ⟨4, 26, 13, 9⟩ ⟨3, 16, 24, 13⟩ ⟨∞1, 0, 7, 15⟩ ⟨∞3, 2, 34, 15⟩
⟨0, 20, 4, 17⟩ ⟨5, 22, 21, 8⟩ ⟨4, 21, 25, 32⟩ ⟨∞1, 3, 29, 2⟩ ⟨∞1, 4, 14, 0⟩
⟨0, 27, 5, 32⟩ ⟨0, 25, 10, 20⟩ ⟨5, 10, 30, 33⟩
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7

⟨4, 0, 3, 9⟩ ⟨1, 38, 12, 0⟩ ⟨4, 21, 38, 6⟩ ⟨1, 25, 33, 13⟩ ⟨∞3, 1, 10, 7⟩
⟨2, 6, 0, 29⟩ ⟨2, 21, 5, 18⟩ ⟨4, 6, 19, 10⟩ ⟨2, 22, 28, 20⟩ ⟨∞3, 2, 17, 0⟩
⟨3, 23, 7, 5⟩ ⟨2, 26, 13, 8⟩ ⟨5, 1, 37, 24⟩ ⟨2, 32, 41, 10⟩ ⟨∞0, 1, 27, 11⟩
⟨5, 22, 6, 2⟩ ⟨2, 35, 3, 36⟩ ⟨5, 16, 28, 1⟩ ⟨4, 27, 15, 35⟩ ⟨∞0, 2, 40, 34⟩
⟨0, 5, 20, 22⟩ ⟨2, 8, 25, 19⟩ ⟨5, 18, 9, 13⟩ ⟨5, 24, 41, 25⟩ ⟨∞1, 3, 36, 28⟩
⟨1, 18, 0, 26⟩ ⟨3, 14, 27, 1⟩ ⟨0, 12, 22, 17⟩ ⟨∞0, 0, 11, 3⟩ ⟨∞1, 5, 13, 14⟩
⟨1, 21, 24, 9⟩ ⟨3, 16, 40, 6⟩ ⟨0, 27, 32, 16⟩ ⟨∞1, 2, 4, 27⟩ ⟨∞2, 4, 41, 22⟩
⟨1, 23, 41, 3⟩ ⟨3, 5, 39, 15⟩ ⟨0, 37, 34, 12⟩ ⟨∞2, 0, 8, 31⟩ ⟨∞3, 0, 15, 20⟩
⟨1, 34, 2, 33⟩ ⟨4, 17, 5, 23⟩ ⟨1, 16, 13, 40⟩ ⟨∞2, 3, 1, 39⟩

8

⟨0, 2, 1, 45⟩ ⟨4, 23, 24, 3⟩ ⟨1, 26, 39, 29⟩ ⟨4, 33, 22, 47⟩ ⟨∞3, 0, 9, 14⟩
⟨0, 4, 3, 15⟩ ⟨4, 29, 39, 8⟩ ⟨1, 37, 46, 43⟩ ⟨4, 40, 45, 33⟩ ⟨∞3, 1, 8, 12⟩
⟨2, 3, 32, 4⟩ ⟨5, 2, 27, 23⟩ ⟨1, 43, 29, 31⟩ ⟨4, 41, 30, 26⟩ ⟨∞3, 4, 5, 17⟩
⟨0, 17, 20, 6⟩ ⟨5, 20, 3, 10⟩ ⟨2, 13, 31, 16⟩ ⟨4, 47, 27, 18⟩ ⟨∞0, 0, 21, 47⟩
⟨0, 46, 43, 5⟩ ⟨5, 24, 1, 36⟩ ⟨2, 16, 44, 25⟩ ⟨5, 18, 32, 39⟩ ⟨∞0, 4, 25, 30⟩
⟨0, 5, 31, 20⟩ ⟨5, 43, 9, 34⟩ ⟨2, 19, 17, 14⟩ ⟨5, 22, 39, 41⟩ ⟨∞0, 5, 14, 19⟩
⟨1, 3, 21, 18⟩ ⟨0, 19, 45, 38⟩ ⟨3, 44, 39, 14⟩ ⟨5, 23, 17, 18⟩ ⟨∞1, 0, 34, 28⟩
⟨1, 42, 12, 5⟩ ⟨0, 26, 13, 39⟩ ⟨4, 14, 26, 25⟩ ⟨5, 46, 44, 31⟩ ⟨∞1, 5, 26, 11⟩
⟨2, 46, 7, 29⟩ ⟨0, 36, 15, 34⟩ ⟨4, 17, 42, 16⟩ ⟨∞1, 3, 7, 9⟩ ⟨∞2, 0, 41, 23⟩
⟨3, 45, 12, 6⟩ ⟨0, 38, 42, 29⟩ ⟨4, 31, 46, 32⟩ ⟨∞2, 4, 19, 9⟩ ⟨∞2, 2, 39, 12⟩

9

⟨2, 1, 0, 3⟩ ⟨2, 15, 22, 8⟩ ⟨4, 42, 5, 16⟩ ⟨4, 12, 52, 11⟩ ⟨∞3, 1, 11, 5⟩
⟨0, 4, 3, 34⟩ ⟨2, 19, 9, 26⟩ ⟨5, 8, 36, 22⟩ ⟨4, 29, 34, 51⟩ ⟨∞3, 3, 28, 0⟩
⟨1, 4, 48, 0⟩ ⟨2, 21, 10, 0⟩ ⟨0, 30, 28, 11⟩ ⟨4, 41, 17, 15⟩ ⟨∞0, 0, 49, 26⟩
⟨2, 8, 12, 5⟩ ⟨2, 4, 36, 28⟩ ⟨0, 39, 43, 17⟩ ⟨4, 47, 32, 43⟩ ⟨∞0, 2, 34, 18⟩
⟨3, 8, 37, 4⟩ ⟨2, 48, 5, 44⟩ ⟨0, 42, 13, 19⟩ ⟨5, 17, 38, 48⟩ ⟨∞0, 3, 23, 22⟩
⟨4, 7, 46, 2⟩ ⟨2, 7, 24, 37⟩ ⟨1, 25, 17, 51⟩ ⟨5, 18, 11, 43⟩ ⟨∞1, 0, 51, 32⟩
⟨4, 9, 25, 3⟩ ⟨3, 1, 36, 15⟩ ⟨1, 53, 24, 12⟩ ⟨5, 21, 51, 35⟩ ⟨∞1, 5, 25, 10⟩
⟨5, 0, 6, 49⟩ ⟨3, 20, 31, 6⟩ ⟨2, 45, 44, 15⟩ ⟨5, 40, 27, 19⟩ ⟨∞2, 4, 43, 24⟩
⟨5, 3, 24, 9⟩ ⟨3, 26, 51, 1⟩ ⟨2, 46, 32, 51⟩ ⟨∞1, 2, 40, 7⟩ ⟨4, 37, 11, 6⟩
⟨5, 9, 1, 17⟩ ⟨3, 40, 17, 5⟩ ⟨2, 52, 18, 41⟩ ⟨∞2, 3, 42, 8⟩ ⟨3, 47, 25, 28⟩
⟨1, 43, 20, 9⟩ ⟨3, 45, 22, 2⟩ ⟨3, 43, 29, 32⟩ ⟨∞2, 5, 20, 7⟩ ⟨∞3, 0, 14, 4⟩
⟨1, 8, 49, 39⟩

5.7 (n, 5, [3, 1])3-码 的 码 n ∈

{24, 30, 42, 54}

n 码

24

⟨12, 2, 9, 5⟩ ⟨8, 14, 1, 4⟩ ⟨13, 3, 11, 0⟩ ⟨8, 16, 21, 0⟩ ⟨14, 11, 17, 3⟩
⟨17, 3, 1, 5⟩ ⟨8, 9, 13, 1⟩ ⟨16, 2, 17, 1⟩ ⟨9, 15, 22, 2⟩ ⟨18, 19, 20, 5⟩
⟨4, 6, 23, 2⟩ ⟨11, 15, 7, 5⟩ ⟨18, 14, 9, 0⟩ ⟨12, 15, 16, 3⟩ ⟨7, 18, 13, 3⟩
⟨7, 22, 4, 1⟩ ⟨11, 2, 22, 4⟩ ⟨6, 12, 11, 1⟩ ⟨12, 21, 23, 4⟩ ⟨13, 16, 23, 5⟩
⟨8, 0, 10, 3⟩ ⟨12, 4, 19, 0⟩
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30

⟨2, 0, 1, 3⟩ ⟨1, 8, 25, 0⟩ ⟨0, 29, 24, 1⟩ ⟨6, 14, 16, 0⟩ ⟨8, 27, 23, 4⟩
⟨2, 7, 3, 4⟩ ⟨5, 28, 7, 3⟩ ⟨3, 21, 10, 0⟩ ⟨6, 25, 22, 1⟩ ⟨10, 11, 23, 3⟩
⟨4, 0, 3, 5⟩ ⟨6, 2, 18, 5⟩ ⟨4, 16, 20, 3⟩ ⟨6, 28, 19, 2⟩ ⟨10, 27, 12, 5⟩
⟨7, 9, 0, 2⟩ ⟨8, 3, 19, 1⟩ ⟨4, 23, 28, 1⟩ ⟨8, 11, 21, 2⟩ ⟨11, 20, 14, 1⟩
⟨1, 17, 6, 4⟩ ⟨9, 11, 1, 5⟩ ⟨5, 12, 29, 4⟩ ⟨8, 16, 26, 5⟩ ⟨8, 18, 15, 3⟩
⟨1, 5, 13, 2⟩ ⟨9, 4, 19, 0⟩ ⟨5, 27, 21, 1⟩

42

⟨21, 2, 1, 4⟩ ⟨3, 19, 13, 5⟩ ⟨16, 13, 15, 0⟩ ⟨23, 10, 14, 3⟩ ⟨30, 32, 17, 1⟩
⟨26, 0, 9, 1⟩ ⟨31, 16, 8, 4⟩ ⟨17, 12, 33, 2⟩ ⟨23, 41, 20, 2⟩ ⟨32, 12, 34, 0⟩
⟨26, 8, 1, 2⟩ ⟨31, 24, 1, 0⟩ ⟨20, 10, 40, 1⟩ ⟨24, 34, 37, 5⟩ ⟨35, 33, 25, 3⟩
⟨1, 29, 41, 5⟩ ⟨34, 28, 3, 1⟩ ⟨20, 24, 32, 3⟩ ⟨26, 33, 20, 0⟩ ⟨36, 11, 12, 3⟩
⟨13, 37, 8, 1⟩ ⟨34, 6, 29, 4⟩ ⟨21, 16, 24, 1⟩ ⟨26, 36, 40, 5⟩ ⟨36, 30, 31, 2⟩
⟨13, 9, 17, 4⟩ ⟨35, 0, 16, 5⟩ ⟨21, 30, 18, 0⟩ ⟨27, 38, 33, 4⟩ ⟨37, 12, 26, 4⟩
⟨27, 0, 15, 2⟩ ⟨4, 25, 39, 5⟩ ⟨21, 41, 40, 3⟩ ⟨28, 10, 37, 2⟩ ⟨38, 29, 35, 0⟩
⟨27, 41, 9, 0⟩ ⟨11, 15, 28, 4⟩ ⟨22, 11, 38, 1⟩ ⟨29, 13, 22, 3⟩ ⟨41, 30, 19, 4⟩

54

⟨2, 0, 1, 3⟩ ⟨4, 30, 7, 1⟩ ⟨8, 20, 38, 5⟩ ⟨14, 41, 49, 5⟩ ⟨17, 42, 24, 1⟩
⟨3, 7, 2, 4⟩ ⟨9, 11, 1, 5⟩ ⟨8, 36, 51, 2⟩ ⟨14, 48, 31, 1⟩ ⟨18, 48, 37, 4⟩
⟨4, 5, 1, 2⟩ ⟨10, 12, 3, 2⟩ ⟨9, 21, 50, 0⟩ ⟨15, 28, 40, 1⟩ ⟨19, 33, 50, 3⟩
⟨5, 0, 6, 1⟩ ⟨13, 11, 4, 0⟩ ⟨9, 24, 40, 4⟩ ⟨15, 43, 23, 2⟩ ⟨20, 23, 26, 4⟩
⟨0, 35, 7, 2⟩ ⟨18, 39, 5, 3⟩ ⟨11, 15, 25, 3⟩ ⟨15, 51, 34, 4⟩ ⟨20, 39, 53, 1⟩
⟨1, 6, 17, 4⟩ ⟨19, 28, 6, 2⟩ ⟨11, 40, 48, 2⟩ ⟨16, 22, 32, 0⟩ ⟨21, 22, 42, 2⟩
⟨12, 2, 9, 1⟩ ⟨2, 31, 33, 0⟩ ⟨12, 16, 44, 5⟩ ⟨16, 43, 27, 1⟩ ⟨28, 13, 33, 5⟩
⟨18, 6, 2, 5⟩ ⟨5, 16, 11, 4⟩ ⟨12, 26, 37, 3⟩ ⟨16, 53, 30, 2⟩ ⟨29, 10, 44, 0⟩
⟨3, 0, 27, 5⟩ ⟨6, 14, 16, 3⟩ ⟨13, 34, 52, 1⟩ ⟨17, 33, 39, 2⟩ ⟨14, 22, 46, 4⟩
⟨3, 29, 8, 1⟩ ⟨7, 20, 13, 3⟩ ⟨13, 45, 35, 4⟩ ⟨17, 40, 26, 5⟩ ⟨17, 41, 53, 0⟩
⟨4, 17, 8, 3⟩ ⟨7, 25, 37, 5⟩

5.8 (4t, 5, [2, 2])3-码 的 码 t ∈

{6, 7, 9, 11, 13, 17}

t 码

6
⟨1, 9, 4, 7⟩ ⟨1, 3, 5, 10⟩ ⟨1, 5, 19, 21⟩ ⟨1, 10, 11, 14⟩ ⟨1, 22, 9, 16⟩
⟨0, 4, 9, 23⟩ ⟨0, 9, 14, 20⟩ ⟨0, 10, 13, 17⟩ ⟨1, 20, 18, 22⟩ ⟨0, 18, 10, 15⟩
⟨1, 18, 0, 2⟩

7
⟨0, 11, 1, 6⟩ ⟨1, 3, 8, 16⟩ ⟨0, 1, 23, 26⟩ ⟨0, 13, 17, 24⟩ ⟨1, 19, 21, 27⟩
⟨0, 9, 2, 19⟩ ⟨1, 8, 7, 17⟩ ⟨0, 19, 3, 15⟩ ⟨0, 16, 20, 21⟩ ⟨0, 18, 12, 25⟩
⟨1, 14, 2, 4⟩ ⟨1, 9, 0, 18⟩ ⟨0, 2, 10, 13⟩

9

⟨1, 3, 4, 35⟩ ⟨0, 8, 13, 15⟩ ⟨1, 32, 5, 34⟩ ⟨0, 24, 14, 30⟩ ⟨1, 16, 24, 28⟩
⟨0, 2, 22, 31⟩ ⟨1, 25, 6, 27⟩ ⟨0, 13, 23, 24⟩ ⟨0, 27, 10, 21⟩ ⟨1, 12, 10, 16⟩
⟨0, 3, 25, 28⟩ ⟨1, 26, 9, 29⟩ ⟨0, 15, 27, 35⟩ ⟨1, 11, 25, 32⟩ ⟨0, 20, 16, 17⟩
⟨0, 31, 1, 11⟩ ⟨1, 31, 8, 30⟩
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11

⟨0, 5, 4, 21⟩ ⟨0, 24, 8, 33⟩ ⟨1, 21, 4, 40⟩ ⟨0, 17, 15, 26⟩ ⟨1, 34, 19, 22⟩
⟨0, 6, 1, 16⟩ ⟨0, 28, 3, 41⟩ ⟨1, 35, 8, 27⟩ ⟨0, 23, 20, 34⟩ ⟨0, 1, 35, 36⟩
⟨1, 2, 7, 39⟩ ⟨0, 4, 11, 27⟩ ⟨1, 5, 25, 33⟩ ⟨1, 26, 32, 38⟩ ⟨1, 10, 6, 41⟩
⟨1, 3, 5, 15⟩ ⟨0, 9, 17, 24⟩ ⟨0, 12, 14, 30⟩ ⟨1, 30, 11, 24⟩ ⟨0, 13, 42, 43⟩
⟨1, 33, 14, 34⟩

13

⟨0, 44, 8, 9⟩ ⟨0, 43, 3, 49⟩ ⟨1, 32, 5, 42⟩ ⟨0, 18, 37, 38⟩ ⟨0, 49, 40, 51⟩
⟨0, 14, 4, 48⟩ ⟨0, 7, 12, 36⟩ ⟨1, 49, 4, 24⟩ ⟨0, 24, 31, 39⟩ ⟨1, 18, 12, 47⟩
⟨0, 19, 5, 27⟩ ⟨1, 15, 2, 29⟩ ⟨1, 7, 17, 51⟩ ⟨0, 29, 14, 47⟩ ⟨1, 21, 43, 46⟩
⟨0, 3, 23, 50⟩ ⟨1, 22, 0, 14⟩ ⟨0, 11, 32, 41⟩ ⟨0, 39, 11, 35⟩ ⟨1, 35, 16, 32⟩
⟨0, 30, 2, 21⟩ ⟨1, 3, 20, 37⟩ ⟨0, 12, 13, 18⟩ ⟨0, 45, 28, 33⟩ ⟨1, 40, 10, 33⟩

17

⟨0, 1, 7, 17⟩ ⟨0, 41, 1, 13⟩ ⟨0, 14, 37, 66⟩ ⟨0, 56, 46, 50⟩ ⟨1, 45, 44, 52⟩
⟨0, 4, 3, 39⟩ ⟨0, 49, 2, 51⟩ ⟨0, 16, 25, 26⟩ ⟨0, 57, 43, 54⟩ ⟨1, 50, 27, 64⟩
⟨1, 5, 6, 30⟩ ⟨0, 9, 19, 32⟩ ⟨0, 23, 38, 47⟩ ⟨0, 66, 22, 28⟩ ⟨1, 52, 13, 20⟩
⟨0, 24, 5, 40⟩ ⟨1, 11, 9, 49⟩ ⟨0, 36, 21, 27⟩ ⟨1, 16, 28, 58⟩ ⟨1, 53, 43, 57⟩
⟨0, 27, 8, 20⟩ ⟨1, 55, 4, 19⟩ ⟨0, 40, 33, 55⟩ ⟨1, 37, 14, 15⟩ ⟨1, 66, 54, 61⟩
⟨0, 33, 4, 44⟩ ⟨1, 9, 31, 56⟩ ⟨0, 45, 18, 41⟩ ⟨1, 40, 32, 51⟩ ⟨1, 43, 34, 37⟩
⟨0, 37, 6, 57⟩ ⟨0, 13, 48, 65⟩ ⟨0, 55, 31, 64⟩

5.9 (4t + 1, 5, [2, 2])3-码的 码 t ∈

{6, 7, 9, 11, 13, 17}

t 码

6
⟨0, 4, 1, 3⟩ ⟨0, 16, 5, 6⟩ ⟨0, 17, 9, 19⟩ ⟨0, 3, 16, 23⟩ ⟨0, 11, 4, 21⟩
⟨0, 1, 8, 12⟩

7
⟨0, 1, 2, 4⟩ ⟨0, 3, 19, 25⟩ ⟨0, 7, 18, 27⟩ ⟨0, 14, 21, 26⟩ ⟨0, 11, 10, 17⟩
⟨0, 10, 5, 23⟩ ⟨0, 6, 14, 15⟩

9
⟨0, 5, 9, 22⟩ ⟨0, 28, 6, 35⟩ ⟨0, 34, 2, 29⟩ ⟨0, 19, 30, 31⟩ ⟨0, 30, 27, 33⟩
⟨0, 1, 19, 24⟩ ⟨0, 31, 8, 20⟩ ⟨0, 15, 25, 28⟩ ⟨0, 20, 21, 36⟩

11
⟨0, 2, 9, 43⟩ ⟨0, 16, 1, 20⟩ ⟨0, 31, 34, 42⟩ ⟨0, 40, 16, 33⟩ ⟨0, 39, 23, 26⟩
⟨0, 11, 6, 10⟩ ⟨0, 35, 2, 27⟩ ⟨0, 33, 19, 24⟩ ⟨0, 42, 14, 15⟩ ⟨0, 17, 25, 39⟩
⟨0, 15, 5, 28⟩

13
⟨0, 52, 5, 9⟩ ⟨0, 3, 24, 45⟩ ⟨0, 4, 39, 51⟩ ⟨0, 10, 38, 40⟩ ⟨0, 45, 23, 33⟩
⟨0, 12, 7, 44⟩ ⟨0, 32, 4, 22⟩ ⟨0, 6, 14, 19⟩ ⟨0, 26, 29, 52⟩ ⟨0, 34, 46, 49⟩
⟨0, 17, 1, 34⟩ ⟨0, 39, 2, 36⟩ ⟨0, 9, 20, 27⟩

17

⟨0, 67, 5, 8⟩ ⟨0, 8, 52, 65⟩ ⟨0, 22, 14, 33⟩ ⟨0, 38, 59, 64⟩ ⟨0, 68, 15, 50⟩
⟨0, 43, 1, 34⟩ ⟨0, 9, 29, 39⟩ ⟨0, 25, 18, 67⟩ ⟨0, 52, 46, 54⟩ ⟨0, 29, 38, 53⟩
⟨0, 58, 6, 45⟩ ⟨0, 10, 22, 68⟩ ⟨0, 27, 31, 55⟩ ⟨0, 57, 23, 37⟩ ⟨0, 63, 13, 66⟩
⟨0, 7, 43, 47⟩ ⟨0, 16, 41, 48⟩
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5.10 (4t+2, 5, [2, 2])3-码的 码 t ∈ [6, 11]∪

{13, 14, 17}

t 码

6
⟨0, 2, 7, 8⟩ ⟨0, 8, 1, 10⟩ ⟨0, 4, 15, 22⟩ ⟨0, 3, 12, 17⟩ ⟨0, 5, 21, 25⟩
⟨0, 1, 4, 24⟩

7
⟨0, 19, 7, 8⟩ ⟨0, 10, 2, 13⟩ ⟨0, 3, 23, 28⟩ ⟨0, 16, 10, 12⟩ ⟨0, 6, 11, 27⟩
⟨0, 25, 1, 9⟩ ⟨0, 17, 4, 16⟩

8
⟨0, 1, 2, 4⟩ ⟨0, 3, 12, 26⟩ ⟨0, 5, 27, 33⟩ ⟨0, 9, 20, 30⟩ ⟨0, 16, 29, 32⟩
⟨0, 2, 7, 8⟩ ⟨0, 4, 14, 19⟩ ⟨0, 6, 24, 31⟩

9
⟨0, 1, 2, 4⟩ ⟨0, 11, 8, 36⟩ ⟨0, 3, 12, 16⟩ ⟨0, 5, 20, 23⟩ ⟨0, 7, 31, 37⟩
⟨0, 2, 7, 34⟩ ⟨0, 15, 6, 26⟩ ⟨0, 4, 14, 21⟩ ⟨0, 6, 28, 33⟩

10
⟨0, 1, 2, 4⟩ ⟨0, 4, 13, 16⟩ ⟨0, 6, 24, 35⟩ ⟨0, 14, 34, 40⟩ ⟨0, 17, 14, 36⟩
⟨0, 2, 7, 8⟩ ⟨0, 5, 22, 37⟩ ⟨0, 8, 31, 38⟩ ⟨0, 16, 27, 41⟩ ⟨0, 18, 28, 33⟩

11
⟨0, 14, 1, 21⟩ ⟨0, 10, 16, 32⟩ ⟨0, 17, 11, 29⟩ ⟨0, 28, 13, 42⟩ ⟨0, 16, 25, 44⟩
⟨0, 40, 4, 18⟩ ⟨0, 12, 17, 20⟩ ⟨0, 19, 38, 45⟩ ⟨0, 37, 34, 39⟩ ⟨0, 24, 15, 27⟩
⟨0, 5, 35, 41⟩

13
⟨0, 2, 7, 8⟩ ⟨0, 3, 12, 16⟩ ⟨0, 7, 35, 49⟩ ⟨0, 12, 11, 46⟩ ⟨0, 22, 37, 43⟩
⟨0, 1, 40, 52⟩ ⟨0, 4, 14, 48⟩ ⟨0, 8, 31, 41⟩ ⟨0, 14, 17, 50⟩ ⟨0, 21, 22, 25⟩
⟨0, 11, 2, 30⟩ ⟨0, 6, 24, 32⟩ ⟨0, 9, 29, 47⟩

14
⟨0, 57, 1, 3⟩ ⟨0, 3, 12, 52⟩ ⟨0, 7, 28, 41⟩ ⟨0, 14, 22, 39⟩ ⟨0, 42, 35, 55⟩
⟨0, 17, 6, 37⟩ ⟨0, 4, 14, 19⟩ ⟨0, 8, 31, 46⟩ ⟨0, 19, 11, 17⟩ ⟨0, 49, 33, 44⟩
⟨0, 20, 5, 27⟩ ⟨0, 6, 24, 32⟩ ⟨0, 12, 48, 57⟩ ⟨0, 24, 40, 54⟩

17

⟨0, 7, 5, 19⟩ ⟨0, 8, 18, 24⟩ ⟨0, 24, 11, 50⟩ ⟨0, 44, 14, 36⟩ ⟨0, 66, 38, 54⟩
⟨0, 2, 15, 39⟩ ⟨0, 15, 59, 67⟩ ⟨0, 34, 51, 55⟩ ⟨0, 49, 27, 45⟩ ⟨0, 40, 31, 65⟩
⟨0, 28, 7, 30⟩ ⟨0, 17, 20, 64⟩ ⟨0, 39, 22, 32⟩ ⟨0, 50, 23, 56⟩ ⟨0, 65, 29, 69⟩
⟨0, 38, 1, 46⟩ ⟨0, 19, 28, 60⟩

5.11 (4t+ 11, 5, [2, 2])3-码的码 t ∈ {0, 1, 2}

t 码 合

0

⟨0, 1, 2, 9⟩ ⟨2, 3, 1, 6⟩ ⟨5, 6, 2, 8⟩ ⟨1, 2, 4, 10⟩ ⟨7, 10, 3, 5⟩
⟨0, 4, 3, 8⟩ ⟨2, 4, 0, 5⟩ ⟨6, 7, 0, 9⟩ ⟨2, 10, 7, 8⟩ ⟨8, 10, 1, 9⟩
⟨0, 8, 5, 7⟩ ⟨2, 5, 3, 9⟩ ⟨6, 9, 1, 5⟩ ⟨3, 10, 0, 2⟩ ⟨4, 9, 2, 6⟩
⟨1, 3, 5, 8⟩ ⟨3, 6, 4, 7⟩ ⟨7, 9, 4, 8⟩ ⟨3, 4, 9, 10⟩ ⟨0, 7, 1, 10⟩
⟨1, 8, 0, 6⟩ ⟨4, 5, 1, 7⟩ ⟨0, 10, 4, 6⟩ ⟨5, 9, 0, 10⟩ ⟨6, 8, 3, 10⟩
⟨1, 9, 3, 7⟩
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1

⟨0, 2, 5, 8⟩ ⟨1, 4, 9, 11⟩ ⟨4, 10, 0, 6⟩ ⟨0, 1, 10, 12⟩ ⟨10, 12, 5, 14⟩
⟨0, 8, 6, 9⟩ ⟨1, 7, 4, 13⟩ ⟨4, 11, 2, 5⟩ ⟨0, 10, 7, 13⟩ ⟨10, 13, 8, 12⟩
⟨1, 6, 2, 8⟩ ⟨1, 9, 7, 14⟩ ⟨5, 14, 8, 9⟩ ⟨0, 14, 1, 11⟩ ⟨11, 13, 3, 10⟩
⟨1, 8, 0, 3⟩ ⟨2, 11, 0, 9⟩ ⟨5, 6, 4, 12⟩ ⟨11, 12, 1, 8⟩ ⟨11, 14, 7, 12⟩
⟨2, 6, 3, 7⟩ ⟨2, 4, 1, 12⟩ ⟨5, 7, 2, 14⟩ ⟨12, 13, 7, 9⟩ ⟨12, 14, 3, 13⟩
⟨3, 4, 7, 8⟩ ⟨2, 9, 6, 13⟩ ⟨5, 9, 3, 11⟩ ⟨2, 14, 4, 10⟩ ⟨6, 12, 10, 11⟩
⟨5, 8, 1, 7⟩ ⟨3, 10, 2, 9⟩ ⟨7, 10, 1, 3⟩ ⟨2, 3, 11, 14⟩ ⟨8, 11, 13, 14⟩
⟨6, 7, 5, 9⟩ ⟨3, 11, 4, 6⟩ ⟨7, 9, 8, 10⟩ ⟨4, 5, 10, 13⟩ ⟨3, 8, 5, 10⟩
⟨0, 13, 2, 4⟩ ⟨3, 6, 1, 13⟩ ⟨8, 9, 2, 12⟩ ⟨6, 13, 0, 14⟩ ⟨9, 13, 1, 5⟩
⟨0, 4, 3, 14⟩ ⟨3, 7, 0, 12⟩ ⟨9, 12, 0, 4⟩ ⟨7, 13, 6, 11⟩ ⟨8, 10, 4, 11⟩
⟨1, 14, 5, 6⟩

2

⟨0, 5, 4, 8⟩ ⟨3, 6, 8, 16⟩ ⟨1, 3, 13, 14⟩ ⟨4, 9, 11, 18⟩ ⟨10, 16, 8, 13⟩
⟨1, 9, 2, 7⟩ ⟨3, 7, 5, 15⟩ ⟨10, 15, 3, 6⟩ ⟨5, 11, 3, 16⟩ ⟨10, 17, 5, 11⟩
⟨2, 8, 5, 6⟩ ⟨4, 10, 0, 2⟩ ⟨11, 16, 1, 9⟩ ⟨5, 16, 7, 12⟩ ⟨12, 16, 2, 10⟩
⟨2, 9, 3, 8⟩ ⟨4, 5, 1, 15⟩ ⟨11, 18, 2, 8⟩ ⟨6, 11, 0, 10⟩ ⟨13, 14, 7, 10⟩
⟨4, 7, 8, 9⟩ ⟨4, 8, 3, 14⟩ ⟨12, 14, 1, 8⟩ ⟨6, 15, 2, 12⟩ ⟨15, 18, 5, 14⟩
⟨6, 9, 1, 4⟩ ⟨5, 6, 9, 18⟩ ⟨13, 16, 4, 6⟩ ⟨6, 8, 11, 13⟩ ⟨2, 16, 14, 18⟩
⟨0, 11, 5, 7⟩ ⟨6, 14, 3, 5⟩ ⟨13, 17, 0, 8⟩ ⟨7, 11, 6, 18⟩ ⟨4, 18, 12, 13⟩
⟨0, 18, 1, 6⟩ ⟨7, 13, 2, 3⟩ ⟨14, 15, 4, 9⟩ ⟨7, 12, 4, 14⟩ ⟨5, 15, 10, 13⟩
⟨1, 13, 5, 9⟩ ⟨8, 17, 1, 2⟩ ⟨17, 18, 3, 7⟩ ⟨7, 15, 1, 11⟩ ⟨6, 17, 14, 15⟩
⟨1, 5, 6, 11⟩ ⟨0, 10, 9, 14⟩ ⟨2, 13, 1, 12⟩ ⟨7, 9, 13, 16⟩ ⟨9, 18, 10, 15⟩
⟨1, 7, 0, 12⟩ ⟨0, 12, 3, 11⟩ ⟨2, 17, 4, 13⟩ ⟨8, 10, 7, 15⟩ ⟨10, 14, 16, 17⟩
⟨1, 8, 4, 10⟩ ⟨0, 14, 2, 13⟩ ⟨2, 3, 10, 11⟩ ⟨8, 14, 0, 18⟩ ⟨11, 12, 13, 15⟩
⟨2, 12, 0, 9⟩ ⟨0, 7, 10, 17⟩ ⟨3, 10, 1, 18⟩ ⟨8, 18, 9, 17⟩ ⟨11, 13, 14, 17⟩
⟨2, 6, 7, 17⟩ ⟨0, 8, 12, 16⟩ ⟨3, 17, 9, 12⟩ ⟨9, 14, 6, 12⟩ ⟨12, 17, 16, 18⟩
⟨3, 12, 6, 7⟩ ⟨1, 15, 8, 18⟩ ⟨4, 12, 5, 17⟩ ⟨9, 15, 0, 17⟩ ⟨13, 18, 11, 16⟩
⟨3, 18, 0, 4⟩ ⟨1, 16, 3, 17⟩ ⟨4, 15, 7, 16⟩ ⟨0, 13, 15, 18⟩ ⟨14, 16, 11, 15⟩
⟨3, 5, 2, 17⟩ ⟨1, 2, 15, 16⟩ ⟨4, 17, 6, 10⟩ ⟨10, 11, 4, 12⟩

5.12 (n, 5, [2, 2])3-码 的 码 n ∈

{35, 39, 43, 47}

n 码

35

⟨2, 26, 6, 1⟩ ⟨25, 20, 2, 8⟩ ⟨11, 4, 23, 34⟩ ⟨20, 18, 27, 7⟩ ⟨9, 24, 14, 18⟩
⟨33, 0, 4, 3⟩ ⟨27, 2, 9, 11⟩ ⟨12, 10, 32, 3⟩ ⟨22, 11, 28, 6⟩ ⟨11, 20, 12, 24⟩
⟨5, 9, 7, 24⟩ ⟨27, 4, 20, 5⟩ ⟨12, 17, 7, 25⟩ ⟨22, 33, 7, 13⟩ ⟨13, 30, 21, 14⟩
⟨1, 0, 27, 16⟩ ⟨3, 12, 5, 27⟩ ⟨12, 27, 19, 0⟩ ⟨23, 24, 16, 0⟩ ⟨14, 10, 31, 16⟩
⟨10, 8, 2, 28⟩ ⟨6, 32, 9, 22⟩ ⟨12, 6, 28, 23⟩ ⟨3, 14, 23, 26⟩ ⟨17, 24, 11, 21⟩
⟨11, 31, 0, 7⟩ ⟨8, 28, 17, 7⟩ ⟨17, 21, 1, 31⟩ ⟨3, 34, 20, 15⟩ ⟨18, 12, 10, 29⟩
⟨13, 0, 32, 6⟩ ⟨0, 23, 18, 30⟩ ⟨19, 5, 13, 27⟩ ⟨30, 19, 0, 22⟩ ⟨23, 18, 13, 22⟩
⟨17, 34, 0, 8⟩ ⟨1, 20, 32, 22⟩ ⟨2, 11, 31, 13⟩ ⟨31, 5, 10, 12⟩ ⟨27, 15, 12, 14⟩
⟨21, 9, 0, 32⟩ ⟨10, 26, 0, 14⟩ ⟨20, 12, 4, 34⟩ ⟨7, 25, 21, 20⟩ ⟨32, 13, 17, 19⟩
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39

⟨2, 3, 32, 4⟩ ⟨5, 37, 8, 21⟩ ⟨16, 20, 4, 14⟩ ⟨5, 19, 38, 22⟩ ⟨18, 26, 35, 10⟩
⟨2, 4, 28, 9⟩ ⟨5, 8, 35, 15⟩ ⟨16, 35, 23, 1⟩ ⟨5, 22, 24, 33⟩ ⟨18, 27, 30, 26⟩
⟨5, 34, 2, 1⟩ ⟨7, 38, 4, 11⟩ ⟨18, 36, 27, 8⟩ ⟨5, 33, 13, 11⟩ ⟨18, 28, 22, 14⟩
⟨18, 30, 9, 1⟩ ⟨9, 13, 33, 1⟩ ⟨23, 24, 2, 31⟩ ⟨9, 30, 27, 22⟩ ⟨19, 22, 37, 12⟩
⟨25, 30, 6, 2⟩ ⟨10, 36, 14, 3⟩ ⟨23, 25, 21, 5⟩ ⟨10, 12, 20, 33⟩ ⟨19, 28, 24, 18⟩
⟨3, 0, 14, 15⟩ ⟨11, 28, 5, 23⟩ ⟨23, 37, 18, 6⟩ ⟨11, 26, 27, 12⟩ ⟨23, 35, 14, 10⟩
⟨5, 12, 30, 3⟩ ⟨11, 34, 10, 9⟩ ⟨26, 34, 8, 18⟩ ⟨11, 31, 16, 20⟩ ⟨24, 19, 36, 14⟩
⟨5, 13, 32, 9⟩ ⟨12, 19, 34, 1⟩ ⟨4, 38, 25, 20⟩ ⟨12, 14, 27, 18⟩ ⟨24, 21, 33, 17⟩
⟨5, 30, 23, 7⟩ ⟨13, 23, 38, 8⟩ ⟨5, 10, 36, 27⟩ ⟨16, 14, 30, 10⟩ ⟨26, 32, 23, 20⟩
⟨5, 31, 4, 18⟩ ⟨16, 17, 3, 34⟩ ⟨5, 11, 37, 25⟩ ⟨18, 25, 31, 13⟩

43

⟨11, 0, 9, 2⟩ ⟨8, 2, 21, 24⟩ ⟨24, 5, 30, 21⟩ ⟨7, 34, 12, 13⟩ ⟨25, 22, 15, 29⟩
⟨37, 7, 5, 3⟩ ⟨9, 1, 28, 34⟩ ⟨25, 36, 27, 6⟩ ⟨8, 18, 30, 39⟩ ⟨26, 35, 15, 19⟩
⟨8, 3, 6, 10⟩ ⟨11, 14, 38, 6⟩ ⟨27, 32, 13, 5⟩ ⟨9, 21, 17, 39⟩ ⟨27, 25, 33, 28⟩
⟨20, 7, 37, 4⟩ ⟨12, 14, 9, 32⟩ ⟨29, 16, 6, 21⟩ ⟨11, 35, 29, 31⟩ ⟨28, 16, 12, 41⟩
⟨23, 36, 0, 3⟩ ⟨12, 31, 42, 6⟩ ⟨3, 19, 42, 17⟩ ⟨12, 40, 22, 27⟩ ⟨28, 27, 37, 18⟩
⟨25, 4, 5, 36⟩ ⟨14, 5, 18, 23⟩ ⟨32, 7, 25, 30⟩ ⟨14, 30, 35, 15⟩ ⟨32, 30, 17, 18⟩
⟨27, 4, 39, 3⟩ ⟨15, 29, 3, 41⟩ ⟨33, 12, 8, 23⟩ ⟨15, 33, 28, 22⟩ ⟨33, 27, 21, 10⟩
⟨3, 5, 13, 39⟩ ⟨17, 39, 18, 0⟩ ⟨39, 31, 28, 2⟩ ⟨17, 20, 28, 32⟩ ⟨40, 16, 23, 15⟩
⟨5, 33, 25, 9⟩ ⟨21, 1, 16, 32⟩ ⟨40, 11, 4, 10⟩ ⟨20, 27, 14, 26⟩ ⟨42, 17, 12, 30⟩
⟨5, 34, 8, 17⟩ ⟨21, 19, 11, 0⟩ ⟨40, 19, 28, 5⟩ ⟨21, 14, 41, 31⟩ ⟨25, 16, 13, 32⟩
⟨6, 1, 41, 30⟩ ⟨22, 7, 16, 36⟩ ⟨42, 12, 18, 1⟩

47

⟨1, 7, 3, 28⟩ ⟨13, 36, 35, 2⟩ ⟨4, 11, 28, 39⟩ ⟨10, 16, 22, 17⟩ ⟨27, 32, 22, 38⟩
⟨18, 1, 8, 44⟩ ⟨17, 22, 18, 8⟩ ⟨4, 15, 23, 46⟩ ⟨10, 21, 35, 44⟩ ⟨28, 37, 24, 14⟩
⟨32, 26, 8, 5⟩ ⟨17, 32, 1, 26⟩ ⟨4, 24, 37, 17⟩ ⟨14, 18, 19, 38⟩ ⟨30, 44, 23, 19⟩
⟨4, 5, 43, 10⟩ ⟨19, 4, 14, 27⟩ ⟨4, 30, 44, 22⟩ ⟨15, 21, 27, 33⟩ ⟨31, 13, 27, 28⟩
⟨5, 44, 31, 0⟩ ⟨20, 42, 22, 5⟩ ⟨4, 33, 41, 13⟩ ⟨15, 22, 37, 26⟩ ⟨31, 29, 41, 33⟩
⟨6, 10, 42, 0⟩ ⟨22, 36, 33, 5⟩ ⟨4, 40, 15, 32⟩ ⟨15, 44, 17, 35⟩ ⟨32, 44, 33, 13⟩
⟨6, 2, 22, 14⟩ ⟨25, 33, 45, 5⟩ ⟨42, 4, 19, 18⟩ ⟨18, 17, 16, 43⟩ ⟨35, 12, 39, 17⟩
⟨6, 25, 23, 3⟩ ⟨27, 44, 2, 11⟩ ⟨43, 28, 2, 13⟩ ⟨18, 36, 31, 10⟩ ⟨45, 26, 27, 20⟩
⟨7, 38, 20, 8⟩ ⟨31, 11, 14, 8⟩ ⟨44, 9, 25, 28⟩ ⟨19, 26, 16, 35⟩ ⟨46, 32, 23, 31⟩
⟨7, 44, 29, 6⟩ ⟨31, 26, 1, 38⟩ ⟨45, 13, 10, 0⟩ ⟨21, 34, 12, 46⟩ ⟨6, 19, 38, 13⟩
⟨11, 10, 5, 40⟩ ⟨32, 1, 35, 30⟩ ⟨5, 13, 45, 26⟩ ⟨24, 40, 23, 11⟩ ⟨25, 34, 22, 43⟩
⟨12, 46, 4, 16⟩ ⟨34, 41, 13, 5⟩
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6 码 的研究

6.1 码

的合 中 的 Trappe 2003

t- 合 码 t-Resilient AND Anti-Collusion Code t-AND-ACC 的

合编码 t 的 [173] t-AND-ACC

的 方法 中 [36,66,117,173] 的 t-AND-ACC 的

的 中

t-AND-ACC 的 的 Cheng Miao

2011 t- 合 码 t-Resilient Logical Anti-Collusion Code t-LACC

的 t- 码 t-Separable Code t-SC [36] t-

码 t-LACC 码 的

t-LACC t-AND-ACC 的 的 类

的 t-LACC 的 法 的

中 t 的

的 中 码的 问题 的 Cheng

2 3 的 2- 码 [35] 中

研究 2- 码的 问题 6.2

的 6.3 中 2- 码 的

码 码 的 6.4 中

方法 方法 码的

6.2

码的 n M q Q |Q| =

q的 Q = {0, 1, . . . , q−1} 合 C = {c1,c2, . . . ,cM} ⊆ Qn
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(n,M, q)-码 中的 码 Q = {0, 1}

(n,M, 2)-码 码

6.1. C Q = {0, 1} 的 (n,M, 2)-码 t ≥ 2

• 码 合 C1, C2 ⊆ C |C1| ≤ t |C2| ≤ t C1 ̸= C2

的 ∧
c∈C1

c ̸=
∧
c∈C2

c

中
∧

Bitwise AND C t-

AND-ACC(n,M, 2)

• 码 合 C1, C2 ⊆ C |C1| ≤ t |C2| ≤ t C1 ̸= C2

中

∨
c∈C1

c ̸=
∨
c∈C2

c
∧
c∈C1

c ̸=
∧
c∈C2

c

中
∨

OR C t-LACC(n,M, 2)

i 1 ≤ i ≤ n c(i) c ∈ Qn i 的

合 C ⊆ Qn C 的 i 合

C(i) = {c(i) ∈ Q | c ∈ C}

desc(C) = {x ∈ Qn | x(i) ∈ C(i), 1 ≤ i ≤ n}

= C(1)× · · · × C(n)

合 desc(C) C 中的码 合 的 n 组 的 合

6.2. C (n,M, q)-码 t ≥ 2

• 码 合 C1, C2 ⊆ C |C1| = |C2| = t C1 ̸= C2

desc(C1) ̸= desc(C2) i 1 ≤ i ≤ n

C1(i) ̸= C2(i) C t-可分码 t-SC(n,M, q)

86



可分码上下界的研究

• 码 合 C1, C2 ⊆ C |C1| ≤ t |C2| ≤ t

C1 ̸= C2 desc(C1) ̸= desc(C2) i 1 ≤ i ≤ n

C1(i) ̸= C2(i) C t-可分码 t-SC(n,M, q)

• 码 合 C1 ⊆ C |C1| ≤ t desc(C1)∩C = C1

c ∈ C \ C1 i 1 ≤ i ≤ n c(i) ̸∈

(desc(C1))(i) = C1(i) C t-防诬陷码 Frameproof Code

FPC t-FPC(n,M, q)

码 的

引理 6.3 (Cheng等 [35])：一个 (n,M, q)-码 C 是 t-可分码，当且仅当 C 同时是

(t− 1)-防诬陷码和 t-可分码。另一方面，所有 t-防诬陷码都是 t-可分码。

引理 6.4：如果同时存在一个 t-SC(n1,M, q) 和一个 t-SC(n2, q, 2)，那么存在一个

t-SC(n1n2,M, 2)。

t- 码中 t 合 的 合 t

合 的 t- 码中 t 的 合 的 合

的 t- 码 t 的合 的

类 研究的 Separating Hash Family SHF

学 码 Separating Code [9,141,159]

6.5. n,m,w1, w2 n ≥ w1 n ≥ w2 X Y

|X| = n |Y | = m F f : X → Y 组 的 合 X 中

的 X1, X2 ⊆ X 中 |X1| = w1 |X2| = w2

f ∈ F {f(x) | x ∈ X1} ∩ {f(x) | x ∈ X2} = ∅ 合 F

(n,m, {w1, w2})-分离哈希族 SHF(N ;n,m, {w1, w2}) 中 N = |F|

中 的 研究 F 的

SHF(N ;n,m, {w1, w2}) A ∈ Y N×n SHF

的 F 中的 X 中的 f ∈ F x ∈ X A
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(f, x) 的 A(f, x) = f(x) ∈ Y 中的 码 合

分离码的

码 的

引理 6.6：存在一个 SHF(n;M, q, {1, t})，当且仅当存在一个 t-FPC(n,M, q)。

t- 码的 n 中 的 码

的 码 的

t- 码 码 研究 t-SC(n,M, q)的码 的

M(t, n, q) n的 q t- 码中 的码

M =M(t, n, q) 码 的 码 t-SC(n,M, q) 最优的

t- 码 t- 码 的

M(t, n, q)的

引理 6.7 (Blackburn 与 Wild [14]，Staddon 等 [153])：设正整数 t ≥ 2。如果存在一个

SHF(n;M, q, {1, t})，那么 M ≤ t(q⌈
n
t ⌉ − 1)。

引理 6.8 (Blackburn [13])：设正整数 t, n,M, q 满足 t ≥ 2，n ≥ 2，并且 M > q。如果

存在一个防诬陷码 t-FPC(n,M, q)，那么

M ≤ max
{
q⌈

n
t ⌉, r(q⌈

n
t ⌉ − 1) + (t− r)(q⌊

n
t ⌋ − 1)

}
，

其中整数 r ∈ {0, 1, . . . , t− 1}，使得 n ≡ r (mod t)。

几 中的

码 t-SC(n,M, q) 码

(t − 1)-FPC(n,M, q) 的 SHF(n;M, q, {1, t − 1}) 的

定理 6.9：如果存在一个 t-SC(n,M, q)，那么

M ≤ (t− 1)(q⌈
n

t−1⌉ − 1)。

特别的，如果 M > q，并且整数 r ∈ {0, 1, . . . , t− 2} 使得 n ≡ r (mod t− 1)，那么

M ≤ max{q⌈
n

t−1⌉, r(q⌈
n

t−1⌉ − 1) + (t− 1− r)(q⌊
n

t−1⌋ − 1)}。
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Cheng 码 的 的

码的 M(t, n, q) 的

引理 6.10 (Cheng 等 [35])：如果存在一个可分码 t-SC(n,M, q)，那么 M ≤ qn−1 +

q(q−1)
2
。

中 t的

t = 2的 的 码

的 t

t = 2 n = 2的 的

引理 6.11 (Cheng等 [35])：设 t = 2，并且 n = 2。那么

M(2, 2, q) ≤ qk + s，

其中

k =

⌊
1 +

√
4q − 3

2

⌋
，

s =


0 若 k2 − k + 1 = q⌊
q(q−1−k2+k)

2k

⌋
若 k2 − k + 2 ≤ q ≤ k2⌊

qk
(k+1)2−q

⌋
若 k2 + 1 ≤ q ≤ k2 + k。

定理 6.12：当 n = 2，并且 1+
√
4q−3
2

是一个素数幂时，存在一个到达引理 6.11

中上界的可分码 2-SC(2,M, q)。当 n = 3 时，对于任意 q，都存在一个到达引

理 6.10 中上界的可分码 2-SC(3,M, q)。

6.3 2- 码的

6.3.1 组法

的 组 方法 码的 的

的 法的
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引理 6.13：假设整数 c ≥ 2。如果存在一个可分码 t-SC(n,M, q)，那么就存在一个

可分码 t-SC(
⌈
n
c

⌉
,M, qc)。

证明. C = {c1, . . . ,cM} t-SC(n,M, q) C 中 码 的

n′ ≥ 0 (n + n′,M, q)-码 C ′ C ′

t- 码 c | n n c ·
⌈
n
c

⌉
d :=

⌈
n
c

⌉
合 [n] := {1, 2, . . . , n}的 d A1, . . . , Ad

合的 |Au| = c u ∈ [d] A1 ∪ · · · ∪Ad = {1, 2, . . . , n} A1, . . . , Ad

[n]的 Qc 的 (d,M, qc)-码 C ′ = {c′
1, . . . ,c′

M}

中 码 c′
i u 的 c′

i(u) = (ci(j) | j ∈ Au) ∈ Qc 中 i ∈ [M ]

u ∈ [d]

C ′ 中 码 合 C ′
1, C ′

2 ⊆ C ′ C ′
1 ≤ t C ′

2 ≤ t C ′
1 ̸= C ′

2

C1 = {c ∈ C | c′ ∈ C ′
1} C2 = {c ∈ C | c′ ∈ C ′

2} C1 ≤ t C2 ≤ t

C1 ̸= C2 C t- 码 i ∈ {1, 2, . . . , n}

C1(i) ̸= C2(i) i 合 Au 中 1 ≤ u ≤ d

C ′
1(u) ̸= C ′

2(u) C ′ t- 码

Cheng 中 问 码 t-SC(n,M, q)的

M(t, n, q)的 t = 2 的 方法

6.13中 c =
⌈
n
3

⌉
的 c的⌈

n
c

⌉
= 3的 码 2-SC(3,M, q) 的 q 的

M =M(2, 3, q) = q2 + q(q−1)
2

码

定理 6.14：如果存在一个可分码 2-SC(n,M, q)，那么其中的码字个数

M ≤ q2·⌈n/3⌉ +
q⌈n/3⌉(q⌈n/3⌉ − 1)

2

=
1

2

(
3q2·⌈n/3⌉ − q⌈n/3⌉

)
。

6.13 6.11中

定理 6.15：令 c = ⌈n/2⌉，那么

M(2, n, q) ≤ qc · k + s，
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其中

k =

⌊
1 +

√
4qc − 3

2

⌋
，

并且

s =


0 若 k2 − k + 1 = qc⌊
qc(qc−1−k2+k)

2k

⌋
若k2 − k + 2 ≤ qc ≤ k2⌊

qck
(k+1)2−qc

⌋
若k2 + 1 ≤ qc ≤ k2 + k。

6.3.2 2- 码的

中 类 的 码的

码 q Q Fq 码

t-SC(n,M, q) Fn
q 中的 m-

线性可分码 码 M = qm

C t-SC(n,M, q) 的 i

1 ≤ i ≤ n 码 0 码 中的

t-SC(n − 1,M, q) 码 C 的 G

G = [I | A]m×n

中 I m A Fq 的 m× (n−m)

合 Z ⊆ [m] k = n−m 方 I(Z)

I(Z)(i, j) :=


1 i = j ∈ Z

0

中 i, j ∈ [k]

引理 6.16：设 C ⊆ Fn
q 是一个大小为 qm 的线性码，它的生成矩阵是 G =

[I | A]m×n。如果存在集合 Z ⊆ [n − m]，以及两个非零向量 v1,v2 ∈ Fm
q ，使得

supp(v1) ∩ supp(v2) = ∅，并且

vT
1 · A · I(Z) = vT

2 · A · I(Z) = 0，
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其中 Z = [n−m]\Z 表示 Z 的补集。那么 C 不是一个线性可分码 2-SC(n, qm, q)。

证明. m 的 0 的码 合

C1 = {0T ·G, (v1+v2)
T ·G} C2 = {vT

1 ·G,vT
2 ·G} 中的码

(vT
1 · G)(i) =


v1(i) i ∈ supp(v1)

(vT
1 · A · I(Z))(i−m) i−m ∈ Z

0

(vT
2 · G)(i) =


v2(i) i ∈ supp(v2)

(vT
2 · A · I(Z))(i−m) i−m ∈ Z

0

((v1 + v2)
T · G)(i) =



v1(i) i ∈ supp(v1)

v2(i) i ∈ supp(v2)

(vT
1 · A · I(Z))(i−m) i−m ∈ Z

(vT
2 · A · I(Z))(i−m) i−m ∈ Z

0

desc(C1) = desc(C2) C 2- 码

定理 6.17：设 C ⊆ Fn
q 是一个大小为 qm 的线性码，它的生成矩阵是 G = [I | A]m×n。

如果 rank(A) < m− 1，那么 C 不是一个线性 2-可分码。

证明. rank(A) < m − 1 v1 ∈ Fm
q 1 ≤ |supp(v1)| ≤

m − 1 vT
1 · A = 0 Z = [k] v2 Fm

q 中

supp(v1) ∩ supp(v2) = ∅ 的 合 Z v1,v2

中的 C 码 2-SC(n,M, q)

推论 6.18：对于任意正整数 m，如果存在线性可分码 2-SC(n, qm, q)，那么 m ≤

(n+ 1)/2。
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证明. m > (n + 1)/2 G = [I | A]中 A 的 m × k 中

k = n−m < m− 1 rank(A) < m− 1 的 码

2-SC(n, qm, q)

的 6.17 6.18 6.16 的

6.19. m = k = 2 n = m + k = 4 q = 2 I m

Z = {2} v1 = (10) v2 = (01) m × k A

vT
1 ·A ·I(Z) = vT

2 ·A ·I(Z) = 0 的 A = I 6.16

[I | I]的 码 的 码 2- 码

的码 合 C1 = {(0000), (1111)} C2 = {(1010), (0101)}

desc(C1) = {0, 1}4 = desc(C2) 6.17 6.18

6.18中的 的 的

定理 6.20：设正整数 d 满足条件 2d + 1 ≤ q + 1，那么存在一个最优线性可分码

2-SC(2d+ 1, qd+1, q)。

证明. M = qd+1 F = {f1, . . . , fM} Fq d的

组 的 合 合 R ⊆ Fq ∪ {∞} |R| = 2d + 1 ≤ q + 1

合 C ⊆ F|R|
q 中的 合 F 中的 的 R中

的 f ∈ F vf r 1 ≤ r ≤ 2d+ 1 的

vf (r) =


f(r) r ∈ R \ {∞}

ad r = ∞

中 ad f(x) =
∑d

i=0 aix
i 中 d 的 的 合 C

F2d+1
q 的

C 码 2-FPC(2d + 1, qd+1, q) F 中 的

d C 中 码 d 的 C

中 的码 |C| = qd+1 的码 x,v1,v2
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r ∈ R x(r) ̸∈ {v1(r),v2(r)} C

码 2-FPC(2d+ 1, qd+1, q)

t-FPC(n,M, q) t-SC(n,M, q) C

2-SC(2d + 1, qd+1, q)的码 6.18中的

码

6.4 码的

6.21. C (n,M, q)-码 码 合 C1, C2 ⊆ C 中

|C1| = a |C2| = b |C1 ∩ C2| = c desc(C1) ̸= desc(C2)

C (a, b; c)-可分的 (a, b; c)-SC(n,M, q)

(n,M, q)-码 C t- 码 s =

0, 1, . . . , t− 1 (t, t; s)- 的 C t- 码 1 ≤ a < b ≤ t

0 ≤ c ≤ a 1 ≤ a = b ≤ t 0 ≤ c ≤ a − 1 (a, b; c)- 的

的 t = 2 的 C 2- 码 (1, 1; 0)-

的 (2, 2; 0)- 的 (2, 2; 1)-

引理 6.22：一个 (n,M, q)-码 C 是 2-可分码的充要条件是：

1. C 中不含重复的码字，即 C 是 (1, 1; 0)-可分的；并且

2. 对于任意两个不相交的码字集合 C1, C2 ⊆ C，满足条件 C1 ∩ C2 = ∅ 和

|C1| = |C2| = 2，均有 desc(C1) ̸= desc(C2)；即 C 是 (2, 2; 0)-可分的。

证明. 6.3 的

码 C 1 2 2̄- 码 的码

合 C1, C2 ⊆ C C1 ̸= C2 |C1| ≤ |C2| ≤ 2 desc(C1) = desc(C2)

C1 C2中码 的 码 x,y,z,v

• C1 = {x} C2 = {y} desc(C1) = desc(C2) x = y 的
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• C1 = {x} C2 = {x,y} desc(C1) = desc(C2) x = y

1

• C1 = {x} C2 = {y,z} desc(C1) = desc(C2) x = y = z

1

• C1 = {x,y} C2 = {x,z} desc(C1) = desc(C2) y = z

C1 ̸= C2

• C1 = {x,y} C2 = {z,v} desc(C1) = desc(C2) 2

1 2的码 C 2- 码

6.4.1 法

a, b, c a ≥ 1 b ≥ 1 0 ≤ c ≤ min{a, b} Pq(a, b; c)

Qa+b−c中 {v(i) | 1 ≤ i ≤ a} = {v(i) | a−c+1 ≤ i ≤ a+b−c}

的 v ∈ Qa+b−c的 中 q = |Q| pq(a, b; c) := Pq(a, b; c)/q
a+b−c

Pq(1, 1; 0) = q pq(1, 1; 0) = 1/q Pq(2, 2; 0) = q(2q− 1) pq(2, 2; 0) = (2q− 1)/q3

方法 Probabilistic Method 中 的 法 Deletion

Method Expurgation Method 码 2-SC(n,M, q)

中 法 组合 中的 [158,159]

定理 6.23：存在一个 2-SC(n,M, q)，使得码字个数

M ≤ (α− 2n−3 α4) q
2
3
n − 2−1 α2 q

n
3 ，

其中 0 < α < 21−
n
3 是一个常数。

证明. C 的 (n,M, q)-码 中 码 的

的 Q中 的 码 合 C1, C2 ⊆ C

X(C1, C2) =


0 desc(C1) ̸= desc(C2)

1
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a, b, c 中 c ≤ min{a, b} X(a, b; c)

X(a, b; c) :=
∑

C1,C2⊆C

X(C1, C2)

中的 |C1| = a |C2| = b |C1 ∩ C2| = c的 合 C1

C2

的

E[X(C1, C2)] = (pq(a, b; c))
n

E[X(a, b; c)] =


1
2
·
(

M
a−c,a−c,c

)
· (pq(a, a; c))n a = b(

M
a−c,b−c,c

)
· (pq(a, b; c))n

C 2- 码的 C (1, 1; 0)- 的 (2, 2; 0)-

的 X = X(1, 1; 0) +X(2, 2; 0)

E[X] = E[X(1, 1; 0)] + E[X(2, 2; 0)]

=
1

2
·
(
M

1, 1

)
· (pq(1, 1; 0))n +

1

2
·
(
M

2, 2

)
· (pq(2, 2; 0))n

≤ 1

2
·M2 ·

(
1

q

)n

+
1

2
· M

4

(2!)2
·
(
2q − 1

q3

)n

≤ M2

2
· q−n +

M4

8
·
(
q2

2

)−n

α 0 < α < 21−
n
3 的M

的

M ≤ α q
2
3
n

E[X] ≤ 2−1 α2 qn/3 + 2n−3 α4 q2n/3

C 中 E[X] 码 的 码 组 的 合

码 2-SC(n,M ′, q) 码 M ′

M ′ ≥ M − E[X]

≥ (α− 2n−3 α4) q
2
3
n − 2−1 α2 q

n
3
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的

推论 6.24：当常数 α = 2(1−n)/3 时，系数 α− 2n−3 α4 达到最大值 3 · 2−(n+5)/3。因

此

M(2, n, q) ≥ 3 · 2−(n+5)/3 q2n/3 − 2−(2n+1)/3 qn/3。

的 6.14中的 的码 n

q 法 的 码 码 R2,n :=
(
logqM

)
/n = 2/3

6.14中的码 法 的 码码类

的

6.4.2 Stein–Lovász

中 Stein–Lovász t-SC(n,M, q) 的

方法 Stein Lavász 研究组合 问题

的 [123,154] 1996 Cohen 编码问题 中 [47]

的 方法 Stein–Lovász 的方法 组合 的

[55,115]

定理 6.25 (Cohen等 [47])：设 A 是一个 N ×M 阶二元矩阵。若矩阵 A 中的每一

行至少含有 v 个“1”，并且每列至多含有 a 个“1”。那么存在 A 的一个 N ×K

阶子矩阵 S，其中

K ≤ N/a+ (M/v) ln a

≤ (M/v)(1 + ln a)，

使得 S 中的每一行都至少含有一个“1”。

Stein–Lovász 码的方法

2- 码 方法 t- 码的

定理 6.26：存在一个可分码 2-SC(n,M, q)，使得

n ≤ q3

q3 − 2q + 1

(
1 + ln

(
1

2

(
M

1, 1

)
+

1

2

(
M

2, 2

)))
。
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证明. 的 A Stein–Lovász

的

r1 =
(
M
1,1

)
/2 r2 =

(
M
2,2

)
/2 1, 2, . . . , r1 [M ] := {1, 2, . . . ,M}

的 2- {c1, c2 ∈ [M ] | c1 ̸= c2} 的

r1 + 1, r1 + 2, . . . , r1 + r2 合 [M ]中的 2- {B1, B2 ⊆ [M ] | |B1| =

|B2| = 2, B1 ∩ B2 = ∅} 的 方 1, 2, . . . , qM

QM 中的 的 A的

r1 + r2 qM

A中的 i 1 ≤ i ≤ r1 + r2 j 1 ≤ j ≤ qM

A(i, j) 的方 j 的 QM 中的 v

1 ≤ i ≤ r1 的 [M ]中的 2- {c1, c2} A(i, j) = 1

v(c1) ̸= v(c2) r1 + 1 ≤ i ≤ r1 + r2 i 的 [M ]中的 2-

(B1, B2) A(i, j) = 1 {v(k) | k ∈ B1} ̸= {v(k) | k ∈ B2}

A 中的 r1 中 v1 = qM − Pq(1, 1; 0) · qM−2 =

(q− 1) qM−1 1 的 r2 中 v2 = qM −Pq(2, 2; 0) · qM−4 =

(q3 − 2q + 1) qM−3 1 q v1 v2 A中

v = max{v1, v2} = v2 1 方 中 1 的

a = r1 + r2 Stein–Lovász A的

(r1 + r2)× n S 中 1

n ≤ qM

v
(1 + ln a)

=
q3

q3 − 2q + 1

(
1 + ln

(
1

2

(
M

1, 1

)
+

1

2

(
M

2, 2

)))
S中 (n,M, q)-码 C S

n×M H 方法 S的 A中 的

S的 A中 的 M q 合 B ⊆ QM |B| = n

H B中的 的 n ×M q 的

(n,M, q)-码 C H的 组 的 合

的 C 2-SC(n,M, q) 6.22 码 C

2- 码 (1, 1; 0)- 的 (2, 2; 0)- 的 C 中 码
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c1,c2 H中的 1 ≤ h1, h2 ≤ M 合 {h1, h2} S中的

r 1 ≤ r ≤ r1 S的 中 1 r 的 1

s 的 QM 中的 v v H中的 rh

的 中 h1 h2 的 的 码 c1

c2 rh 的 码 C 中 的码 (1, 1; 0)- 的

C (2, 2; 0)- 的 C 2-SC(n,M, q)

Stein–Loveász 的 码

的 的 的

6.27. G = (V,E) m Π(G,m)

m G中 的方法 中 的

的 Π(G,m) 图 G的染色多项式 Chromatic Polynomial

m的 |V |

定理 6.28 (Deng等 [55])：存在一个分离哈希族 SHF(n;M, q, {w1, w2})，使得

n ≤ qw1+w2

Π(Kw1,w2 , q)

(
1 + ln

(
M

w1, w2

))
，

其中 Kw1,w2 表示两个部分分别含有 w1 和 w2 个顶点的完全二部图。

SHF(n;M, q, {1, t})中 码 t-SC(n,M, q)

K1,t 的 Π(K1,t, q) = q (q − 1)t

的

推论 6.29：存在一个可分码 t-SC(n,M, q) 使得

n ≤ qt

(q − 1)t

(
1 + ln

(
M

1, t

))
。
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7 的

7.1

Compressed Sensing CS 的 学

的 的 的

x ∈ Rn m x m 组 的

m × n Φ 感知矩阵 Sensing Matrix y = Φx 测量向量

Measurement Vector 的问题 y

x y = Φx 中 m < n 的 问

题 的 Donoho [67] Candés [27]的 的

的 的 的 问题

的 方 y = Φx 的问题

min
x∈Rn

∥x∥0 s.t.: Φx = y (7.1)

的 ℓ0- 问题 组合问题 NP- 的 [128]

的方法 的 法 x

的 m n

x中 k x k-稀疏的

m × n 的 Gauss Φ 中 的

的 的 Gauss 方

k- 的 x 方法 7.1 中的问题 凸松弛 Convex

Relaxation m ≥ Ck log(n/m) 中 C 的

ℓ1- 问题 的 x [29]

min
x∈Rn

∥x∥1 s.t.: Φx = y (7.2)

方法 法 ℓ0- 问题 7.1 类方法中

的 Orthogonal Matching Pursuit OMP 法 的
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m ≥ C ′k log(n/δ) 中 C ′ δ ∈ (0, 0.36) OMP 法

1− 2δ的 7.1 中 x OMP 法

类 的 法 [52,129,130,174]

的 问题 法

的 问题

的 合 Candés

Tao [28] 的 的

Restricted Isometry Property RIP

7.1. Φ m× n 0 ≤ δk < 1

k- 的 x ∈ Rn

(1− δk)∥x∥22 ≤ ∥Φx∥22 ≤ (1 + δk)∥x∥22

Φ k阶受限等距性 的 δk k

阶受限等距常数 Restricted Isometry Constant RIC

Φ k 中的 k

的 Orthogonal System

ℓ1- 问题 的 [26]

OMP 法

[53]

的 中的 问题 k- x ∈ Rn

m 的

k ≤ C · m

log(n/m)

中 C [44] 研究 的

k- 的 [29] 的 的

的 中 的 的 k

k ≤ Cm/ log(n/m) 中 C [8]

的 的 法

102



压缩感知矩阵的构造

的 RIP

方法

的 法 方 研究

中的 的 的 法

a1,a2, . . . ,an 组 的 Φ Φ 的相关性

Coherence

µ(Φ) = max
i̸=j

|⟨ai,aj⟩|
∥ai∥ · ∥aj∥

1 ≤ i, j ≤ n

的 方

法研究中

引理 7.2 (Bourgain等 [22])：假设矩阵 Φ 的相关性为 µ。那么对于所有 k < 1/µ+1，

矩阵 Φ 都满足 k 阶受限等距性，其受限等距常数 δk ≤ µ(k − 1)。

m× n Φ 的 µ(Φ) 的Welch

µ(Φ) ≥
√

n

m(n−m)

的 方法 的

k = O(m1/2)的

几 中 的 方法 中

的 DeVore Fp r 的

p2 × pr+1的 [56] 的 r/p k < p/r + 1

Amini Marvasti 的 BCH 码 [4]

µ ≤ (2l−j − 1)/(2l − 1)的 Bipolar Matrix 中 2l − 1

2O(2(l−j)(ln j)/j) RIP k ≤ 2j + 1 方法 p

BCH码 的 [5] Bourgain 法组合学 Additive

Combinatorics 中的 m× n的 的

k ≥ m1/2+ϵ n1−ϵ ≤ m ≤ n 中 ϵ > 0 的 [22] 的

方法 中的 k = O(m1/2) 研究

µ = O( logn log logn
m

)1/3的 的 RIP k = Ω( m
logn log logn)

1/3
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方 的 方法 Applebaum

Chirp Sequence 的

法 [7] Howard 编码 的

Reed–Muller码 码 的 [98] Calderbank

方法 的 Statistical RIP [25]

RIP Exponentially Small 的 几 的

Berinde Unbalanced Expander Graph 类

的 的 组合的

法 [11] Indyk Hash Functions Extractor Graph

的 [100]

中 的 的

方法 DeVore 的 [56] 的 法 Goppa

的 的 码 [91] 的 法

中 的 码 代数几何码 Algebraic

Geometry Code [15,175,184] 的

的 [131,156] 合 的 DeVore的方法中

的

的 组 7.2 中 的

的 的 Goppa Reed–Solomon

码 几 码的 的 7.3 中

DeVore的 方法

7.4 中

7.2

7.2.1

中 Xing 中 的 [184]

Fq q 的 中 q Fq 的

绝对不可约 Absolute Irreducible X X/Fq X 的亏格 Genus

104



压缩感知矩阵的构造

g = g(X ) Fqr 中的 Fqr-有理点

r ≥ 1 的 Fq- X/Fq 的有理点

X 的除子 Divisor D 的 的

D =
∑
P∈X

nPP

中 P nP 中 的

nP 的 D 有效除子

D ≥ 0 D的支撑集 Support Set 中 nP 的

P 的 合 supp(D) D的度数 Degree

deg(D) =
∑
P∈X

nP deg(P )

P ∈ X 的 1

Fq(X ) X 的 中的 函数

Function x ∈ Fq(X ) 的主除子 Principal Divisor

div(x) =
∑
P∈X

νP (x)P

中 νP P 的正规化离散赋值 Normalized Discrete Valuation

x x的 νP (x) 的

νP (x) ≥ 0 x(P ) ∈ Fq 中 Fq Fq的代数闭包 Algebraic Closure

的 P x(P ) ∈ Fq

X/Fq 的 G G的 Riemann–Roch空间

L(G) = {x ∈ Fq(X ) \ {0} | div(x) +G ≥ 0} ∪ {0}

的 L(G) Fq 的 的 ℓ(G)

定理 7.3 (Riemann–Roch定理)：

ℓ(G) ≥ deg(G)− 1 + g。

并且当 deg(G) ≥ 2g − 1 时，等号成立。
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7.2.2 几 码

Stichtenoth 中 几 码的 方 [156] 合

{α1, α2, . . . , αn} Fq 中的 n Pk Fq

k − 1的 的 合

Pk = {f ∈ Fq[X] | deg f ≤ k − 1}

的 Pk Fq 的 k-

ϕ : Pk → Fn
q

ϕ(f) = (f(α1), f(α2), . . . , f(αn)) ∈ Fn
q

ϕ的 n k的 q 码 Ck

Ck = {(f(α1), f(α2), . . . , f(αn)) | f ∈ Pk}

的 Reed–Solomon码 f ∈ Pk k − 1 C 的

d ≥ n + 1 − k 方 码的 Singleton d ≤ n + 1 − k

Reed–Solomon码 类 Maximum Distance Separable MDS 码

几 码 Reed–Solomon码的 的 方法

的 几 码 中的 合

的 G的 Riemann–Roch L(G)

Pk

g的 X/Fq P1, P2, . . . , Pn 的 n 的

G g ≤ deg(G) < n supp(G)∩{P1, P2, . . . , Pn} = ∅

f ∈ L(G) 1 ≤ i ≤ n νPi
(f) ≥ 0 f(Pi) ∈ Fq

ψ : L(G) → Fn
q

ψ(f) = (f(P1), f(P2), . . . , f(Pn)) ∈ Fn
q

ψ的 C(P1, P2, . . . , Pn;G) 代数几何码 的

码的
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定理 7.4 (Tsfasman与 Vladut [175])：如上构造的 C(P1, P2, . . . , Pn;G) 是有限域 Fq

上的一个 [n, k, d]q 线性码，它的参数满足下面的不等式：

k ≥ deg(G) + 1− g， 并且

d ≥ n− deg(G)。

特别的，当 deg(G) ≥ 2g − 1 时，码的维数 k = deg(G) + 1− g。

7.3

7.3.1 DeVore的 法

DeVore的 中 的 [56] 的

的 的方法 的 方法

类 的 Fp p 中 p Pr Fp

r − 1的 组 的 合 |Pr| = pr

Fp × Fp 中的 (0, 0),

(0, 1), . . . , (p − 1, p − 1) Pr 中的 f

vf 的 Fp × Fp中的 vf 的

(f0,0, . . . , f0,p−1, f1,0, . . . , f1,p−1, . . . , fp−1,0, . . . , fp−1,p−1)
T

中

fi,j =


1 f(i) = j

0

0 ≤ i, j ≤ p − 1 f ∈ Pr vf 中

p 1 f Fp Fp的 vf f 的

的 {vf | f ∈ Pr} 组

p2 × pr 的 Φ0

定理 7.5 (DeVore [56])：令 Φ = 1√
p
Φ0，那么 Φ 是一个相关性为 µ(Φ) ≤ (r− 1)/p 的

感知矩阵。
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DeVore的 方法 的 Fq 的 中 q

中 中的 Reed–Solomon

码的 中 码 的

的 方法 Reed–Solomon码的 类 中

的方法

7.3.2 的 方法

q X Fq 的 合 P

X/Fq G deg(G) < |P|

supp(G) ∩P = ∅ G的 Riemann–Roch L(G) Fq 的 ℓ(G)-

supp(G)∩P = ∅ P ∈ P f ∈ L(G)

f(P ) ∈ Fq DeVore 方法类 的 f

vf 的 合 P × Fq 中的 (P, a) ∈ P × Fq vf

的

fP,a =


1 f(P ) = a

0

f ∈ L(G) vf 中 |P|

m = |P| × q n = qℓ(G) 的 {vf | f ∈ L(G)}

m× n 的 Φ0 的

定理 7.6：令 Φ = 1√
|P|

Φ0。那么 Φ 是一个相关性为 µ(Φ) ≤ deg(G)/ |P| 的感知

矩阵。

证明. L(G)中 的 f g 1√
|P|

vf
1√
|P|

vg Φ中

的 的 z vf vg 的

z = |⟨vf ,vg⟩|

= |{P ∈ P | f(P ) = g(P )}|

= |{P ∈ P | (f − g)(P ) = 0}|

f − g ∈ L(G) P 中的 z Pi1 , Pi2 , . . . , Piz

108



压缩感知矩阵的构造

0 ̸= f − g ∈ L(G− Pi1 − · · · − Piz)

deg(G− Pi1 − · · · − Piz) = deg(G)− z ≥ 0

1√
|P|

vf ·
1√
|P|

vg =
z

|P|
≤ deg(G)

|P|

Φ的 µ(Φ) µ(Φ) ≤ deg(G)/ |P|

的 的 DeVore 法的

X Fq 的射影直线 Projective Line Fq(X )

Fq(x) X q + 1

∞ q Fq 中的 q 的

G = (r − 1) · ∞ Riemann–Roch L(G) = L((r − 1)∞)

7.3.1 中的 Pr 的方法 的 DeVore的

DeVore的 方法 Fq 的

Fqr r ≥ 1 Fqr 的 的

的 类 的 的

中 Fqr- Riemann–Roch Fqr 的

的 中

的 方法 的 的

Riemann–Roch 的 学 中

的 Magma Sage 方 Hess

的 法 的 Riemann–Roch [97] 方

法中 的 的 的
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7.4

7.4.1 的

的 的 码 中的

[109] X/Fq Nr Fqr- 的

Schoof 法 [144] N1 的 Nr 的

的

引理 7.7 (Washington [181])：设 a 是一个整数，使得 N1 = q + 1 − a。如果二次方程

X2 − aX + q 在复数域上的分解式为

X2 − aX + q = (X − α)(X − β) ，

其中 α, β ∈ C。那么 Nr = qr + 1− (αr + βr)。

的 Fqr- Fq-

的 F2 的

y2 + y = x3 + x (7.3)

的 g = g(X ) = 1 的 F2r- Nr Stichtenoth的

中 [156]

Nr =



2r + 1 r ≡ 2, 6 (mod 8)

2r + 1 + 2 · 2r/2 r ≡ 4 (mod 8)

2r + 1− 2 · 2r/2 r ≡ 0 (mod 8)

2r + 1 + 2(r+1)/2 r ≡ 1, 7 (mod 8)

2r + 1− 2(r+1)/2 r ≡ 3, 5 (mod 8)

∞ X 的 P 的 的

组 的 合 |P| = Nr − 1 s 1 = 2g− 1 ≤ s < Nr − 1

G = s · ∞ 7.6 m0 × n0的 Φ0 中

m0 = 2r · (Nr − 1), n0 = 2rℓ(G) = 2rs
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Φ0 µ(Φ0) ≤ s/(Nr − 1) k0 < (Nr − 1)/s + 1的

的 r ≡ 4 (mod 8) 的m× n Φ的

m = 2r(2r + 21+r/2) n = 2rs µ(Φ) ≤ s/(2r + 21+r/2)

中 s 1 ≤ s < 2r + 21+r/2 的 Φ 的

k < (2r +21+r/2)/s+1 log2m = 3r/2+ log2(2r/2+2) ≈ 2r log2 n = rs

Φ 的 的

k ≤ (
√
m+ 2 4

√
m) logm

2 logn

DeVore 的 的 的

k ≤
√
m logm

2 log(n/m)

的 m n 的

的 的 r s

的 组 的

的 Gauss

的 x OMP 法 ℓ0- 问题

7.1 的 x⋆ x的 Signal-to-Noise Ratio SNR

SNR(x) = 10 · log10
(

∥x∥2
∥x− x∗∥2

)
dB

SNR(x) 100 dB x

7.3 的 的

y2z + yz2 = x3 + xz2 (7.4)

r = 2 7.4 的 的 F4- 组 合

{[0, 0, 1], [0, 1, 1], [1, 0, 1], [1, 1, 1]}

∞的 [0, 1, 0] s = 3 Riemann–Roch

L(3 · ∞) F4 的 3- 的 组 {1, x, y}
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Gaussian

Elliptic

7.1 16× 64 的

中 16× 64的 Gauss y2 + y = x3 + x 的

k 5000

7.6 16× 64的 7.1 的

Gauss 的 的 k

5000 的

7.3 的 Gauss 的

类 的 r = 3 s = 3 32 × 512 的

7.2中 的 Gauss 的 的

7.3 的 Gauss 的

方法 的 的 Gauss 的

7.4.2 Hermite 的

7.6 µ ≤ deg(G)/ |P|的 中 P

X 中的 组 的 合 的
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Gaussian

Elliptic

7.2 32× 512 的

中 32× 512的 Gauss y2 + y = x3 + x 的

k 5000

的 的 的

的

定理 7.8 (Hasse–Weil定理)：令 X 是有限域 Fq 上一条亏格为 g 的代数曲线。那

么 X 上的有理点的数目 N(X ) 满足不等式

|N(X )− q − 1| ≤ 2 g
√
q。

Hermite 类 中的 的 q

的 方 Fq 的 Hermite曲线 Hq 的 方

y
√
q + y = x

√
q+1

的 g = g(Hq) = (q − q1/2)/2 的 N(Hq) =

q3/2 + 1 [156] N(Hq) Hasse–Weil 中的

Q Hq Fq(x) 的 的 Hq

组 的 合 P |P| = N(Hq) − 1 = q3/2 s
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q − q1/2 − 1 = 2g − 1 ≤ s < q3/2 G = s · Q 7.6

m× n Φ 中

m = q5/2 n = qs+1−(q−q1/2)/2

Φ的 µ(Φ) ≤ s/q3/2 k < q3/2/s + 1的

Φ 的 的

k ≤ m3/5

logq n+ (m2/5 −m1/5)/2

Hermite 的 DeVore 的

p q = p4 Hermite Hq

mH × nH 的 ΦH

mH = p10 nH = p4(s+1−g) µH = s/p6

中 g = (p4 − p2)/2 s p4 − p2 − 1 ≤ s < p6 ΦH 的

µ(ΦH) ≤ µH DeVore的方法 mD × nD 的

ΦD

mD = p10 nD = p5(t+1) µD = t/p5

中 t 1 ≤ t < p5 ΦD 的 µ(ΦD) ≤ µD

s t

4(s+ 1− g) = 5(t+ 1)

ΦH ΦD 的 的 的

µH µD

µH

µD

=
1

p
· s
t

=


Θ(p3−η) t = Θ(pη) 0 ≤ η < 3

1
2c

t = Θ(p3) = cp3 + o(p3) c ̸= 0

Θ(p−ϵ) t = Θ(p3+ϵ) 0 < ϵ ≤ 2
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的 t = Θ(p3+ϵ) 的 DeVore

的 Amini Marvasti t = o(p2.5) DeVore

的 的 [4] 的 t > p3/2

DeVore的
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讨论与展望

8

学 的 的

组合 学的 学中 的

几类编码问题

2 中 Ding 码 Lander

码的 法 研究 的 码码 的问题

的 的 的方法 码

的 码 的 方法

码的 的

方 Lander 码 的 的

法 研究 的 问题中 类 的

(511, 255, 127)- Hadamard 的码 的 类

码的 的 研究中

3 中研究 码 法的 LDPC码 的

的 LDPC码 编码 码 中

的 中 组合 的码 的方

的 的

的 的 LDPC码 的

码 的 LDPC码 的

的方 组合 的 研究

LDPC码的 Trapping Set Stopping Set 的

的组合 方法

4 码 Cayley 的

中的方法 码的 的 的

的 Gilbert–Varshamov Ω(ln(n))

码 的 问题的 合 的
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的 码的

的研究 题 的 码 问题

的 学 的 的 题

5 中 类 的 合码 问题 2008 Chee

3 的 合码 的码

中 4 5 的 合

码 的 类 码 的 组码 的组合

方法

的 学 的 问题

类 码的 的 方

方法的 方 码 的

方法的 码类的 的

6 2- 码的 问题 组法

码的

的 码类 方法 方法 码的

中 法 的码 的 的

中的 Cheng 的 组合 问

题的 题 的研究 码的几 的

方 2- 码的 t ≥ 3 t- 码的

合 码 的 法研究 的问题 合

的 的组合 法

7 中 的 的

方法 DeVore 方法的 Goppa 几

码研究的 的 码 的 方法

的 中 的 类

中 的 方 Amini p BCH码

的 的问题

的研究方
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方 的 的 类

的 Candés Tao 的 方 [29]

中 的 的

的 方法 中 的

的 码学 中 的

中的几类编码问题

组合 的 问题的 中的 的

组 Partially Balanced Incomplete Block PBIB 1973 Clatworthy编 的

合类的 PBIB PBIBD(2) 的 [43]

研究 PBIBD(2)中 的可分组 Fu 组 3

的 [80,81] 组 4 [95,96,138] 中的 组

组 的 的 组合 中的Wilson 法

组 法 组 3 组 4 组 PBIBD(2)的

SCI SIAM Journal on Discrete Mathematics

中

学
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