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一类非线性纯反馈系统的预定性能控制器设计
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摘 要: 研究一类非线性纯反馈系统的预定性能控制问题.首先,为了避免采用繁琐的公式计算来处理纯反馈系
统中的非仿射性结构,提出一种非传统状态变换并引入关于控制输入的一阶辅助系统;然后,为了保证纯反馈系统
预定性能,设计一个相对简易的 Lyapunov函数,利用反步法给出一种新的控制算法.实验仿真表明,所设计的控制
器可使非线性系统状态全局有界,且可保证系统的预定性能,与现有的方法相比,其跟踪误差精度有显著提高,同
时也具有一定鲁棒性.
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Design of prescribed performance controller for a class of nonlinear pure
feedback systems
JIANG Yuan†, JIA Fu-jin, DAI Ji-yang

(1. Key Laboratory of Nondestructive Testing of Ministry of Education，Nanchang Hangkong University，Nanchang
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Abstract: An issue with regards to the predetermined performance control of a class of non-linear pure feedback system
is studied. Firstly, to avoid using thecumbersome formula to handle the non-affine structure of the pure feedback system,
a type of non-traditional state transformation is proposed and a first order auxiliary system for controlling input is
introduced. Secondly, to ensure the predetermined performance of the pure feedback system, a fairly simple Lyapunov
function is designed and a new controlling algorithm based on the Backstepping method is proposed. Finally, the simulation
results show that, the designed controller is able to make the state of the non-linear system bounded globally, and to
guarantee the predetermined performance of the system. Compared with the conventional methods, the approach proposed
here can significantly improve the accuracy of the tracking error and have some certain robustness.
Keywords: pure feedback system；predetermined performance；non-traditional state transformation；the tracking error；
Backstepping method

0 引 言

自二十世纪七十年代以来,非线性系统控制的
研究得到了广大研究者的广泛关注,至今为止已取得
很多令人瞩目的成果,如1989年 Isidori[1]提出的精确

线性化技术, 1995年著名学者Krstic等[2]提出的反步

法, Asolfi等[3]提出的自适应控制法等.然而,在大部
分非线性系统跟踪问题[4-7]的研究中,都是把系统全
局或半全局渐近稳定、跟踪误差渐近稳定作为最终

控制目标,缺少对系统性能的进一步考虑.实际上,系
统稳定和误差稳定是跟踪问题研究中的基本系统要

求,使控制器达到更高的预定性能是一个热门的理论
研究方向.因此,如何对系统作进一步考虑,使所设计
的控制器满足预定性能是一个既有趣又值得重视和

考虑的问题.
为了达到预定系统性能的要求,常规非线性控制

通常是采取改变控制器参数的方法,其方法难以使多
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个性能指标同时达到预定要求,所以Wang等[8]根据

Bechlioulis等[9]提出的性能约束转换思想,研究了一
类执行器失效的不确定严格反馈非线性系统的控制

问题,进而提出了一个达到系统性能要求的自适应控
制方法; Bechlioulis等[10]为了研究一类含有动态不确

定性、未知非线性和时变参数的级联系统,在文献 [9]
的基础上提出了一种鲁棒部分状态反馈保性能控

制算法; Zhang等[11]为了研究一类具有未知饱和回

滞输入的非线性时滞系统,结合回滞补偿策略,提出
了一个满足预定系统性能的鲁棒自适应动态面控制

器; Kostarigka等[12]为了研究一类多输入多输出不确

定非线性系统的保性能输出反馈问题,提出了无状
态观测器的鲁棒自适应输出反馈系统控制的设计

方法.文献 [13-15]分别分析了不同条件下的机械臂
力/位置的跟踪控制问题,提出了满足预定系统性能
的控制器设计方法;文献 [16]为了研究一类不确定非
线性系统的预定性能自适应控制问题,设计了一个简
易的障碍型Lyapunov函数,结合反步法与自适应控
制方法,提出了一种保证系统预定性能的控制方法.
本文将非线性纯反馈系统[5,17]作为研究对象.与

非线性严格反馈系统[18]相比,纯反馈系统更普遍、更
符合实际.但是,因为纯反馈系统存在非仿射结构,用
常规的状态变换会给控制器设计带来困难,为此提
出一种非常规状态变换并引入一个一阶辅助系统;
为了使系统具有预定性能,设计相对简单和巧妙的
Lyapunov函数,结合反步法,提出一种具有预定性能
的控制算法.理论与实验仿真结果表明,此算法可使
系统所有闭环信号有界,使得跟踪误差具有预定性
能;与以往不具有预定性能的方法[5]相比,跟踪误差
精度有显著提高,且可基本抵御一定的外部干扰.

1 系统和问题描述

考虑如下纯反馈非线性系统:

ẋi = fi(xi+1, Xi), ẋn = fn(u,Xn),

i = 1, 2, · · · , n, y = x1, e = y − r, (1)

其中:x = [x1, x2, · · · , xn]
T为系统状态;Xi = (x1,

x2, · · · , xi);u ∈ R 为控制输入; fi(xi+1, Xi)是关于

xi+1状态的非仿射性函数; fu(u,Xn)是带有控制输

入u的光滑非仿射性函数; y ∈ R为系统输出; r为有
界且n+1阶导数也有界的跟踪信号; e ∈ R为跟踪误

差.
在进行控制器设计时,为避免出现系统的能控问

题,作出如下假设.
假设1 对于函数 fi, fn,使得在任意时刻

∂fi
∂xi+1

̸= 0,
∂fn
∂u

̸= 0, i = 1, 2, · · · , n, (2)

这样,就避免了系统(1)出现能控性问题.
为了解决系统 (1)中非仿射输入问题,引入一个

辅助积分系统

u̇ = w, (3)

其中w为辅助控制输入.
注1 就某种意义而言,引入式 (3)是把控制输入

看成系统状态,只要设计出待定函数w,任意初始值
的控制输入也就生成了,从而避免了过多繁杂的公式
计算.
预定性能K [11]为

K = {(t ⩾ 0, e(t)) ∈ R×R|A(t) < e(t) < B(t)}.
(4)

其中:A(t),B(t)均为预定性能光滑函数,同时满足下
列条件:

1) A(t) ̸= 0,B(t) ̸= 0,A(t),B(t)及n+ 1阶导数

为有界函数,且B(t) > A(t);
2)如果 lim

t→∞
A(t) = a, lim

t→∞
B(t) = b,则a + b =

0 (非必要性条件).
注2 式 (4)可以说明,通过设计A(t),B(t)两个

函数使跟踪误差e(t)始终在A(t)与B(t)之间,即达到
了预定性能.如果预定性能中的条件2)存在,则结合
下面的设计方法就可以达到预定性能的目的,所以条
件2)为非必要性条件.但是,条件2)的存在性在于可
以使得跟踪误差e(t)稳定.
问题描述:对于由系统 (1)与辅助系统 (3)组成的

增广系统,通过状态变换,利用Backstepping反步法和
Lyapunov函数设计出控制器,使得闭环系统所有信
号全局有界,且使得跟踪误差满足预定性能.

2 控制器设计

在设计控制器之前,先给出如下引理.
引理1 有下面两个函数:

y1(t) = 1−
√
1− t2, y2(t) =

t2√
1− t2

.

y1与y2的大小对比如图1所示.
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由Matlab仿真图1可知,在−1 < t < 1的区间里,
满足不等式

y1(t) ⩽ y2(t).

引理2 [19] 设x : [0,∞) → R为一阶连续可导,
且当t → ∞时有极限,如果 ẋ(t), t ∈ [0,∞)一致连续,
则 lim

t→∞
ẋ(t) = 0.引理2即为Barbalat引理.

为了设计控制器,使得非线性系统 (1)全局稳定
有界,作如下形式的非传统状态变换:

z1 = x1 − r;

zi = ẋi−1 − ai−1, i = 2, 3, · · · , n+ 1. (5)

其中: a1, a2, · · · , an为虚拟控制器,且xn+1 = u.
注3 在传统变换[14]中,常常把xi与第i−1虚拟

控制器ai−1的差作为第 i个新状态,因此采取的状态
变换为

z1 = x1 − r, zi = xi − ai−1,

基于上述坐标变换,有效地解决了严格反馈非线
性系统的控制器设计问题.然而,由于纯反馈系统存
在非仿射性函数,使得传统反推法很难直接用于系统
的控制器设计.由于系统状态的导数包含了非仿射
结构,本文所提出的反推思想是把 ẋi与第 i − 1个虚

拟控制器ai−1的差作为第i个新状态.
由反步法可得如下步骤.
Step 1:由式(5)的第1个等式可知

ż1 = ẋ1 − ṙ = z2 + a1 − ṙ.

构造如下Lyapunov函数:

V1 = 1−
√
1− L2, L =

z1 −A

B −A
+

z1 −B

B −A
. (6)

注4 与文献 [16]设计的障碍性Lyapunov函数
V1相比,本文的V1相对简单,由此可以设计出较为简
单的虚拟控制器a1和a2,减少繁杂的公式计算.由此
可以得到

V̇1 =
L√

1− L2
L̇,

且有

L̇ =
2ż1 − Ȧ− Ḃ − L(Ḃ − Ȧ)

B −A
. (7)

将式(7)代入 V̇1,可得

V̇1 =
L

(B −A)
√
1− L2

[2a1 − 2ṙ − Ȧ− Ḃ−

L(Ḃ − Ȧ)] +
2L

(B −A)
√
1− L2

z2.

选取虚拟控制器a1,即

a1 = −1

2
c1L(B −A) + ṙ +

1

2
[Ȧ+ Ḃ + L(Ḃ − Ȧ)],

代入可得

V̇1 = −c1
L2

√
1− L2

+
2L

(B −A)
√
1− L2

z2.

Step 2:由式(5)的第2个等式可知

ż2 =
∂f1
∂x1

ẋ1 +
∂f1
∂x2

(z3 + a2)− ȧ1.

选取虚拟控制器

a2 =

1

∂f1
∂x2

(
− c2z2 −

2L

(B −A)
√
1− L2

− ∂f1
∂x1

f1 + ȧ1

)
,

代入可得

ż2 = −c2z2 −
2L

(B −A)
√
1− L2

+
∂f1
∂x2

z3.

定义如下 Lyapunov函数:

V2 = V1 +
1

2
z22 .

由此可得

V̇2 = −c1
L2

√
1− L2

− c2z
2
2 +

∂f1
∂x2

z2z3.

Step i (3 ⩽ i ⩽ n):由式(5)的第i个等式可知

żi =

i−1∑
j=1

∂ẋi−1

∂xj
ẋj +

∂ẋi−1

∂xi
ẋi − ȧi−1 =

i−1∑
j=1

∂fi−1

∂xj
fj +

∂fi−1

∂xi
(zi+1 + ai)− ȧi−1.

选取虚拟控制器

ai =
1

∂fi−1

∂xi

(
− cizi −

∂fi−2

∂xi−1
zi−1−

i−1∑
j=1

∂fi−1

∂xj
ẋj + ȧi−1

)
,

代入可得

żi =

i−1∑
j=1

∂fi−1

∂xj
fj −

∂fi−2

∂xi−1
zi−1 −

i−1∑
j=1

∂fi−1

∂xj
fj−

cizi + ȧi−i − ȧi−1 +
∂fi−1

∂xi
zi+1 =

− cizi −
∂fi−2

∂xi−1
zi−1 +

∂fi−1

∂xi
zi+1.

定义如下Lyapunov函数:

Vi = Vi−1 +
1

2
z2i .

由此可得

V̇i = − c1
L2

√
1− L2

−
i−1∑
j=2

cj−1z
2
j−1 +

∂fi−2

∂xi−1
zi−1zi−

∂fi−2

∂xi−1
zi−1zi +

∂fi−1

∂xi
zizi+1 − ciz

2
i =
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− c1
L2

√
1− L2

−
i∑

j=2

cjz
2
j +

∂fi−1

∂xi
zizi+1.

Stepn+1:由式(5)的第n+1个等式和辅助系统

(3)可知

żn+1 =

n∑
j=1

∂ẋn

∂xj
ẋj +

∂ẋn

∂xn+1
ẋn+1 − ȧn =

n∑
j=1

∂fn
∂xj

fj +
∂fn
∂u

w − ȧn.

设计辅助控制器

w =
1

∂fn
∂u

(
− cn+1zn+1 −

n∑
j=1

∂fn
∂xj

ẋj−

∂fn−1

∂xn
zn + ȧn

)
. (8)

代入可得

żn+1 =
n∑

j=1

∂fn
∂xj

ẋj −
∂fn−1

∂xn
zn −

n∑
j=1

∂fn
∂xj

ẋj−

cn+1zn+1 −
n∑

j=1

∂fn
∂xj

ẋj =

− cn+1zn+1 −
∂fn−1

∂xn
zn,

则

zn+1żn+1 = −cn+1z
2
n+1 −

∂fn−1

∂xn
zn.

定理1 对于满足假设1的非线性纯反馈系统
(1),采用辅助控制器 (8),则系统跟踪误差满足预定性
能,且闭环系统所有信号全局有界.
证明 选取如下Lyapunov函数:

V = V1 +

n+1∑
j=2

1

2
z2i ,

综合上述推导过程,对V 求导可得

V̇ =

− c1
L2

√
1− L2

+
2L

(B −A)
√
1− L2

z2 −
n+1∑
j=2

zj żj =

− c1
L2

√
1− L2

−
n+1∑
j=2

cjz
2
j . (9)

由引理1可得

V̇ ⩽ −c1(1−
√
1− L2)−

n+1∑
j=2

cjz
2
j ,

由引理2可得

lim
t→∞

(1−
√
1− L2) = 0, lim

t→∞
zi = 0,

从而 lim
t→∞

L = 0,由式(6)第2个等式可得

lim
t→∞

e(t) = lim
t→∞

1

2
(A(t) +B(t)), (10)

再根据式(4)可知,上式表明达到了预定性能.
注5 预定性能条件2)可使跟踪误差满足

lim
t→∞

e(t) = 0.

注6 本文在Step 1时没有用到Lyapunov函数的
放大或缩小,从而避免了由于函数缩放存在的弊端.

由此可知zi有界.由z1有界和r有界可知,x1, a1,
ẋ1有界,即x2有界,同时可得 ẋ1的各个偏导也有界;
结合z2有界可得a2有界,从而 ẋ2有界,从而偏导也有
界;依此类推,可知 x1, · · · , xn, a1, · · · , an−1, u, w都

是有界的. 2
3 仿真算

考虑下面的非线性非仿射性系统:

ẋ1 = u+ u3 + ex1 + εv1,

u̇ = w, y = x1, e = y − r1, (11)

其中:x1 为系统状态;u为控制输入,w为u的辅助控

制输入,u+ u3为控制输入的非仿射性结构; y为系统
输出; e为跟踪误差; r为跟踪信号; ε为干扰系数; v1
为干扰有界信号,且由下面线性系统产生:

v̇1 = 10v2, v̇2 = −10v1. (12)

由
∂f1
∂u

=
∂(u+ u3)

∂u
= 1 + 3u2 ̸= 0可知满足假设1.

通过理论推导可知,辅助控制器设计如下:

w =
1

1 + 3u2

[
− c2z2−

2L

(e−t + 0.1)
√
1− L2

− ẋ1ex1 + ȧ1

]
. (13)

取A(t) = −0.05,B(t) = e−t + 0.05.
为了与文献 [5]的方法作对比,数据设置及仿真

如下:
1) 无外部干扰,即ε = 0时,取c1(0) = 15, c2(0)

= 15,取初始值u(0) = 0,其仿真结果如图2∼图4所
示.图2表示在无干扰下具有预测性能时与文献 [5]
的误差对比;图3表示控制输入;图4表示u(0) = 2和

u(0) = −5时的误差预定性能.
2)在仿真实验上加上外部干扰信号,是为了验证

所设计的辅助控制器在外部信号的干扰下是否具有

一定的鲁棒性,所以本文在仿真实验中加入外部干扰
信号.现取ε = 1, c1(0) = 100, c2(0) = 100,初始值
x1(0) = 1, u(0) = 0, v1(0) = 1, v2(0) = −1,其仿真
结果如图5∼图7所示.
图5表示存在干扰时预定性能与文献 [5]误差对

比; 图 6表示控制输入;图7表示u(0) = 2和u(0) =

−5时的误差预定性能.
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图 4 无干扰不同控制输入u(0)的误差预定性能

1.0

0
t /s

5 10 15

e
t(
)

0.5

0

-0.5

e t( )

B t( )
A t( )

1.0

0
t /s

5 10 15

e
t(
)

0.5

0

-0.5

图 5 存在干扰下具备预定性能时与文献 [5]误差对比
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图 6 存在干扰下具有预定性能时的控制输入u
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图 7 存在干扰下具有预定性能时不同u(0)的误差

由上述理论和仿真实验可知,在同样系统下,与
文献 [5]提供的方法相比,本文控制器的优点在于:具
有预定性能下的跟踪误差较平滑,不会有大的阶跃的
可能;而且跟踪误差的精度得到了显著的提高;也能
够基本抵御一定的干扰,说明了所设计的辅助控制器
具有一定的鲁棒性.

4 结 论

针对一类非线性纯反馈系统,本文提出了一种新
的预定性能控制算法.与基于传统状态变换的方法
相比,本文提出的方法不同于传统反推法,采用非传
统坐标变换,有效克服了纯反馈系统中非仿射结构引
起的控制器设计困难的问题;与文献 [17]相比,本文
得到的辅助控制器可使系统输出误差渐近稳定,且可
保证闭环系统所有信号有界,而文献 [17]方法只讨论
了系统输出误差问题,没有考虑系统全局问题;与文
献 [20]相比,对于控制输入存在非仿射结构而言,本
文通过提出非常规状态变换和引入一个一阶辅助系

统可以解决类似于文献 [20]的问题,而文献 [20]需要
结合鲁棒控制理论和复杂的公式运算来完成控制器

的设计,相比之下,本文相对简易;本文所提出的算法
使得闭环系统状态全局有界,跟踪误差具有预定性
能,且跟踪误差精度可更高.
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