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摘要: 研究了初始纠缠的量子比特在不同的环境下共生纠缠度和量子失协的动力学演化. 在所研究的几种
模型中, 发现共生纠缠度强烈地依赖于初始环境, 并在演化过程中发生纠缠死亡现象. 共生纠缠度和量子失
协在演化过程中均出现坍塌和复苏效应, 但当量子比特间的相互作用为零时, 坍塌和复苏效应消失. 可无论
在何种情况下, 量子失协均不会减小到零, 即仍能反映量子比特和系统间的量子关联, 显示量子失协比量子
纠缠具有更强的抗退相干能力. 因此量子失协可作为获得有效量子信息的一种更有效的量子资源.  
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0  引言 

随着量子信息理论的发展, 量子纠缠不断展示了
其在量子信息过程和量子计算中的重要作用, 因此被
看作是量子信息的一个最重要的资源. 被广泛研究过
的由 W.K.Wootters[1]提出的一个度量纠缠的方式共生

纠缠度, 则由于其能适用于任意的 2能级 2体系和操
作的方便性成为人们借以更深入了解量子世界的方

法[2-5]. 由于每个子体系不可避免地与外界环境发生相
互耦合, 使得系统与环境的初始相干性在演化过程中
不断丢失. 这种量子相干性丢失的过程被称作退相干, 
并导致纠缠度的退化[6-8]. 由于退相干会影响一个初始
纠缠的 2 个量子比特系统在有限的时间内会完全解纠
缠, 这种称之为量子纠缠死亡[9]的现象已经在实验中

得到证实[10].  
在理论和实验上人们证实了一些可分离态同经典态

比较, 更能体现量子计算的优越性, 并且在纠缠度为零
的情况下, 仍能观察到量子非局域性. 许多研究显示量
子纠缠并不是量子科学中测量量子关联的唯一方法, 并
且发现在一些工作中采用不同于纠缠度的量子关联度量

方法更能体现量子优势[11-15]. 于是人们开始注意到量子
纠缠只是一种特殊的量子关联. 如人们发现了可分离态

中可能含有非经典关联, 也就意味着纠缠为零的可分离
态中可能含有非零的量子关联[16-17]. 最近一种利用量子
失协来量化量子关联的方法引起了人们相当大的关注. 
甚至在可分离态中这种量化方式仍能为测量量子关联提

供可供选择的路径. 而量子失协的定义可以理解为局域
操作作用在 A和 B 的 2个子系统前后总量子信息之差. 
迄今为止量子关联已经被证实为一种优越于共生纠缠度

的测量非经典关联的方法[18]. 此外, 量子失协也被证实
为一种可以加速量子计算的资源.  
本文考虑量子比特同一系列不同环境模型的相互

作用对共生纠缠度和量子失协的影响. 研究发现当量
子比特间的相互作用不为零时, 由于退相干作用的影
响, 2 个初始纠缠的量子比特的纠缠度在演化过程中总
会出现坍塌与复苏效应, 并最终出现纠缠死亡. 而量子
失协却仍保持正值, 并最终趋于一个常数. 只有当量子
比特间无相互作用时, 才不会发生纠缠坍塌与复苏效
应. 研究结果表明: 在研究的模型中, 量子失协在全局
显示出比共生纠缠度更优越的性质, 因此, 对于量子关
联的测量, 量子失协是一个比纠缠度更适用的方法.  

1  模型 

本文研究 2 个初始纠缠的量子比特分别标记为
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A和 B . 整个系统的哈密顿量为[18-19] 
,= + +S B IH H H H             (1) 

其中 

0 ( ) / 2 ( ),ω σ σ σ σ σ σ+ + + += + + +z z
S A B A B B AH v= =     (2) 

BH 为热库哈密顿量, IH 为量子系统与热库之间的

相互作用哈密顿量, ν 为量子比特间的相互作用强

度, z
jσ 与 jσ ± ( ,j A B= )是 Pauli算符, 它们分别服从

Pauli算符的对易与反对易代数关系.  
根据量子耗散理论, 在非马尔科夫过程中, 耦

合量子系统的约化密度矩阵 ρ 所满足的运动方程为

量子 Liouville方程[19-20] 

[ ], / ,ρ ρ ρ= − +i H L� =            (3) 

其中 Lρ 为超算符 , 反应出环境热库对耦合量子比

特系统动力学演化的影响, 并强烈依赖于具体退相
干模型. 本文根据 4 种不同的退相干形式, 给出对
应的超算符的具体形式, 并讨论不同的环境模型对
量子纠缠和量子失协的影响.  
由于要求解量子主方程必须依赖具体的初始条件, 

考虑一个接近于 Werner 态的量子态为 ( , , )rρ θ ϕ =  

4( , ) ( , ) (1 ) / 4r r IΨ θ ϕ Ψ θ ϕ + − , 其中 r 为初始态的

量子纯度 ,纯态 ( , ) cos 10 e sin 01ϕΨ θ ϕ θ θ= + i , 角度

θ能够衡量系统的初始纠缠度.  

2  量子纠缠与量子关联的度量 

为研究不同退相干模式对量子关联演化的影响, 
分别采用共生纠缠度和量子失协来度量系统的量子关

联 , 其中共生纠缠度定义为
[1]

1( ) max{0,C t λ= −  

2 3 4 }λ λ λ− − , 其中 jλ  ( 1, 2, 3, 4j = )为矩阵

( ) ( )W t tρ ρ= � 的本征值, 满足 1 2 3 4λ λ λ λ> > > , 并定

义矩阵 ( ) ( )(1) (2) * (1) (2)( ) ( )y y y yt tρ σ σ ρ σ σ= ⊗ ⊗� , *( )tρ  

为密度矩阵 ( )tρ 的复共轭, yσ 为 Pauli 自旋矩阵. 纠

缠度的值由分离态的零变化到最大纠缠态的 1, 则纠缠

度可表示为 { }( ) max 0, ( )=C t C t� , 则在本文的初态下的

耦 合 量 子 比 特 系 统 的 共 生 纠 缠 度 为 ( )C t =  

23 11 442max{ ( ) ( ) ( )}ρ ρ ρ−t t t .  

在一个包含经典和量子关联的量子态中, 这些
关联可以用量子相互作用信息来量化 . 定义为

( ) ( ) ( ) ( )AB A B ABI S S Sρ ρ ρ ρ= + − , 其 中 ( )S ρ =  

2( log )tr ρ ρ− 为 von Neuman熵. Ollivicr提出的量子失

协可表示为量子相互作用信息与经典关联之差 [21] 

( ) ( ) ( )AB AB ABQD I CDρ ρ ρ= − , 这是与量子纠缠不同

的量子关联, 特别对于某些可分离态, 当共生纠缠度为

零时, 其仍能保持非零, 其中 ( )ABCD ρ 是 2个子系统的

经典关联[22-23] ( ) ( ) ( )
{ }
max

k
AB A AB B

B
CD S Sρ ρ ρ ρ⎡ ⎤= −⎣ ⎦ , 

其中{ }kB 是对子系统 B 进行一系列局部性的 von Neu-
mann测量, ( ) ( ){ }AB k k k

k
S B p Sρ ρ= ∑ 是量子条件熵, 

( ) ( ) ( ) ( )/k A k A k A k A kI B I B Tr I B I Bρ ρ ρ= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ , 

( ) ( )k A k A kp Tr I B I Bρ= ⊗ ⊗ , 这里 AI  是子系统 A

的单位算符.  

3  讨论 

根据不同的退相干信道模型, 分析量子纠缠与
量子失协随时间演化的方式.  
3.1  退极化信道一 

考虑第 1种退相干模型由如下超算符给出, 其

环境作用可以用升降算符表示为
, 2

γ
ρ

=
= − ∑ j

j A B
L i  

( )2σ σ ρ σ ρσ ρσ σ+ − − + + −− +j j j j j j , 其中 ( )A Bγ γ 为量子比

特受环境热库的影响而引起的衰减率. 退极化信道

是描述量子比特受到消相干作用的一个模型, 它表

示量子比特以1 p− 的几率保持不变, 而发生错误的

几率为 p . 作为一类重要的量子噪声信道, 它包含

了比特翻转、相位翻转以及比特-相位翻转. 在下面

的讨论中, 假设了 2 个量子比特的衰减率是完全相

等的 , 即 A Bγ γ γ= = . 在此退相干模式下 , 量子主

方程(3)的解为  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
11 22 33 44 441 0 0 2 0 e 0 eγ γρ ρ ρ ρ ρ− −= − + + +⎡ ⎤⎣ ⎦

t tt , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 22 33
1 10 e 1 cos 2 0 e 1 cos 2
2 2

γ γρ ρ ν ρ ν− −= + + − +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦
t tt t t  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
44 23 32

i0 e e 1 0 0 e sin 2
2

γ γ γρ ρ ρ ν− −− + −⎡ ⎤⎣ ⎦
t t t t , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )33 22 33
1 10 e 1 cos 2 0 e 1 cos 2
2 2

γ γρ ρ ν ρ ν− −= − + + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦
t tt t t  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
44 23 32

i0 e e 1 0 0 e sin 2
2

γ γ γρ ρ ρ ν− −− − −⎡ ⎤⎣ ⎦
t t t t , 

( ) ( ) 2
44 44 0 e γρ ρ −= tt , 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

1 1i i
2 2

12 12 130 e cos i 0 e
t t

t t
γ ω γ ω

ρ ρ ν ρ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠= + i  
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( ) ( ) ( )( )0
1 i
2

24 2 2
isin 0 e sin 1 e

4

γ ω
γγν ρ γ ν

γ ν

⎛ ⎞− +⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ⎡+ + −⎣+

t
tt t  

( )( ) ( )

( )( ) ( )( )

0
1 i
2

34 2 22 cos 1 e 0 e
4

cos 1 e 2 sin 1 e ,

t
t

t t

t

t t

γ ω
γ

γ γ

γν ν ρ
γ ν

γ ν ν ν

⎛ ⎞− +⎜ ⎟− ⎝ ⎠

− −

⎤− +⎦ +
⎡ ⎤− + +⎣ ⎦

i
 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

1 1i i
2 2

13 13 120 e cos i 0 e
t t

t t
γ ω γ ω

ρ ρ ν ρ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠= + i  

( ) ( ) ( )( )0
1 i
2

24 2 2sin 0 e cos 1 e
4

γ ω
γγν ρ γ ν

γ ν

⎛ ⎞− +⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ⎡+ − +⎣+

t
tt t  

( )( ) ( )

( )( ) ( )( )

0
1 i
2

34 2 2
i2 sin 1 e 0 e

4
sin 1 e 2 cos 1 e ,

t
t

t t

t

t t

γ ω
γ

γ γ

γν ν ρ
γ ν

γ ν ν ν

⎛ ⎞− +⎜ ⎟− ⎝ ⎠

− −

⎤+ +⎦ +
⎡ ⎤+ − −⎣ ⎦

i
 

( ) ( ) ( )02i
14 14 0 e γ ωρ ρ − += tt , 

( ) ( ) ( ) ( )23 23 32
1 10 e 1 cos 2 0 e
2 2

t tt tγ γρ ρ ν ρ− −= + +⎡ ⎤⎣ ⎦ i  

( ) ( ) ( ) ( )22 33
i1 cos 2 0 0 e sin 2
2

γν ρ ρ ν−− + −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦
tt t , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

3 3i i
2 2

24 24 340 e cos i 0 e sin
γ ω γ ω

ρ ρ ν ρ ν
⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠= −

t t
t t t , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

3 3i i
2 2

34 34 240 e cos i 0 e sin
γ ω γ ω

ρ ρ ν ρ ν
⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠= −

t t
t t t , 

* * *
32 23 21 12 31 13

* * *
41 14 42 24 43 34

( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ),

( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ).

ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ

= = =

= = =

t t t t t t

t t t t t t
 

在第 1 种退极化信道模型下, 共生纠缠度和量

子失协随时间的演化见图 1和图 2. 由图 1(a)量子比

特间有相互作用( 0ν ≠ )时可知, 共生纠缠度和量子

失协在相同的参数条件下, 均随着时间的变化以振

幅不断减小的方式逐渐衰减. 在这个过程中可以清

楚地看到共生纠缠度由不断发生着的坍塌与复苏现

象, 逐渐演化成为死亡与新生, 直至最终纠缠死亡, 

但此时量子失协仍保持正值并继续衰减 , 并且将

保持大于零 . 比较图 1(b)量子比特间无相互作用

( 0ν = )可发现所有的振荡现象均消失, 共生纠缠度

与量子失协在演化过程中单调递减. 因此它们之间

的坍塌与复苏现象强烈地依赖于耦合量子比特间的

相互作用. 由图 2可知, 当初始态的量子纯度 r越大

时, 纠缠度和量子失协的初始值越大, 而在演化过

程中这两者的值也相应越大, 很明显使得纠缠度死

亡的时间远远推后. 因此适当控制量子比特间的相

互作用和初始态的量子纯度可以有效提高获得量子

信息的可能性.  

 
注: π/6θ = , π/3ϕ = , = 0.6r . 

图 1  = 2v/γ 和 = 0v/γ 纠缠度和量子失γ协随 tγ 的演化 

   
注: π/6θ = , π/3ϕ = , = 2γv/ . 

图 2  r=0.5 和 r=0.7 时的纠缠度和量子失协随 tγ 的演化 
 

3.2  退极化信道二 
考虑一种更为复杂的退极化环境模型 ρ =L  

( )
, ,

2
2

Γ
σ σ ρ σ ρσ ρσ σ+ − − + + −

=

− − +∑ ij
j k k j j k

j k A B
, jj jΓ γ= i  

2 (2 )Γ ΓA B 是量子比特 ( )A B 的退相干率, 此环境下
的密度矩阵元表达式为  

11 11( ) (0)tρ ρ= ,  

( ) / 2
22 22

( )1( ) (0) 1 e cos(2 )
2 4

A B t A Bt tΓ Γ Γ Γ
ρ ρ Ω

Ω
− +⎡ +⎧= + +⎨⎢

⎩⎣
i  
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( ) / 2
33

1sin(2 ) (0) 1 e cos(2 )
2

Γ ΓΩ ρ Ω− +⎤ ⎡⎫ ⎧+ − +⎬ ⎨⎥ ⎢⎭ ⎩⎦ ⎣
A B tt t  

[ ] ( ) / 2
23 32i (0) (0) e( )

sin(2 )
4 2

sin(2 ),

A B t
A B v

t

t

Γ Γρ ρΓ Γ
Ω

Ω Ω
Ω

− +−+ ⎤⎫ +⎬⎥
⎭⎦

i

 
( ) / 2

33 22
( )1( ) (0) 1 e cos(2 )

2 4
A B t A Bt tΓ Γ Γ Γ

ρ ρ Ω
Ω

− +⎡ +⎧= − +⎨⎢
⎩⎣

i  

( ) / 2
33

1sin(2 ) (0) 1 e cos(2 )
2

Γ ΓΩ ρ Ω− +⎤ ⎡⎫ ⎧+ + +⎬ ⎨⎥ ⎢⎭ ⎩⎦ ⎣
A B tt t  

[ ] ( ) / 2
23 32i (0) (0) e( )

sin(2 )
4 2

sin(2 ),

A B t
A B v

t

t

Γ Γρ ρΓ Γ
Ω

Ω Ω
Ω

− +−+ ⎤⎫ +⎬⎥
⎭⎦

i
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
23 23

1 0 e e cos 2
2

Γ Γ Γ Γρ ρ Ω− + − +⎡= + −⎢⎣
A B A Bt tt t  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
32

2

1sin 2 0 e
4 2

e cos 2 sin 2
4

A B

A B

tA B

t A B

t

t t

Γ Γ

Γ Γ

Γ Γ
Ω ρ

Ω
Γ Γ

Ω Ω
Ω

− +

− +

+ ⎤ +⎥⎦
+⎡ ⎤− + +⎢ ⎥⎣ ⎦

i
 

( ) ( ) ( ) ( )2
22 33

i 0 0 e sin 2
2

Γ Γν ρ ρ Ω
Ω

− +−⎡ ⎤⎣ ⎦
A B t t ,  

2
2

4
Γ Γ

Ω
+⎛ ⎞= − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
A Bv ,  

*
32 23 44 11 22 33( ) ( ), ( ) 1 ( ) ( ) ( )t t t t t tρ ρ ρ ρ ρ ρ=    = − − − .  
首先, 由图 3(b)可见当量子比特间无相互作用

( 0ν = )时, 共生纠缠度与量子失协的演化呈现出光 

 

注: π/6θ = , π/3ϕ = , = 0.6Γ γ/ , r=0.6. 
图 3  = 2v/γ 和 = 0v/γ 时的纠缠度和量子失协 

随 tγ 的演化图 

滑的曲线特征, 坍塌与复苏现象消失, 因此可知随着
量子比特之间相互作用的增强, 它们演化曲线的振荡
现象则越明显, 对获得有效的量子信息很有帮助. 图
4 中显示当 3≤γ t 时, 随着初始态的量子纯度 r的增
大, 共生纠缠度与量子失协的演化振荡频率越高, 并
且振幅也相应增大. 但当 3≥γ t 时, 它们二者的坍塌
与复苏现象消失, 开始逐渐单调衰减至零.  

  
注: π/6θ = , π/3ϕ = , = 0.6Γ γ/ , v/r=2. 

图 4  = 0.4r 和 = 0.7r 时的纠缠度和量子失协 
随 tγ 的演化图 

 
3.3  退相位信道 

第 3 种退相干模型是一个退相位信道模型, 这
种 模 型 已 被 应 用 于 不 少 的 实 验 研 究 中 : 

,
( )

2
Γ

ρ ρ σ ρσ
=

= − −∑ j z z
j j

j A B
L , 其中 2 (2 )A BΓ Γ 是量子

比特 ( )A B 的退相干率, 它反映了量子系统和退相干
环境下的相互作用. 很明显, 相位衰减方式是非耗
散的. 也就是说一个原本相干的叠加态, 由于与环
境的耦合而丢失了各叠加态之间的相对相因子的确

定性, 使得各叠加成分的内部相位差的随机性增加. 
最终使得量子态衰变成为一个不相干的混合态, 使
得系统丢失了其量子系统的特性. 在此退相干模式
下, 量子主方程(3)的解为 
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在考虑的第 3 个退相位模型时, 纠缠度和量子失协

随时间的演化见图 5 和图 6. 图 5(a)中显示量子  

   
注: π/6θ = , π/3ϕ = , r=0.6. 

图 5  ( )/ 4 = 3v Γ 和 ( )/ 4 = 0v Γ 时的纠缠度和量子失协 
随4 tΓ 的演化 

比特间有相互作用( 0ν ≠ )时, 共生纠缠度与量子失协
以极大的频率振荡着, 并伴随着坍塌与复苏现象, 直
至发生纠缠死亡, 但此时量子失协仍在继续衰减, 并
最终趋近于零. 很明显, 通过比较图 5 可知量子比特
间的相互作用越强, 纠缠度和量子失协演化过程中的
振荡现象越明显. 而由图 6 可知, 初始态的量子纯度
r越大, 纠缠度和量子失协的初始值就越大, 因此纠
缠死亡发生的时间要远大于量子纯度 r小的情形. 因
此在退相干模型中量子失协和纠缠度和演化也强烈地

依赖于量子比特间的相互作用和初始态的量子纯度. 

 
注: π/6θ = , π/3ϕ = , /( ) = 2Γv . 

图 6  = 0.5r 和 = 0.7r 时的纠缠度和量子失协 
随 4 tΓ 的演化 

 

3.4  振幅阻尼信道 

最后考虑振幅阻尼信道模型
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这种模型经常被应用于一些固态系统(如半导

体量子点)的研究中. 同上述类似, 从图 7 中可见量
子比特间的相互作用越强, 纠缠度和量子失协演化
过程中的振荡现象越明显, 对获取有效量子信息更
有帮助. 由图 8 可知, 若退相干率 0( ) /Γ Γ Γ− 越大, 

则纠缠度和量子失协在演化过程中衰减得越快. 在 

 
注: π/6θ = , π/3ϕ = , r=0.6, 0/ = 0.2Γ Γ . 

图 7  / = 2Γv 和 / = 0Γv 时的纠缠度和量子失协 
随 tΓ 的演化 

此过程中, 纠缠度的值在某段时刻会大于量子失协, 
但纠缠度仍以较大的衰减率衰减为零, 而此时量子
失协为正值并继续减小, 直至趋近于零.  

 

注: π/6θ = , π/3ϕ = , / = 2Γv , r=0.6. 
图 8  = 0.10/Γ Γ 和 = 0.60/Γ Γ 时的纠缠度和量子失协 

随 tΓ 的演化 

4  结论 

研究了初始纠缠的量子比特在不同的环境下共

生纠缠度和量子失协的动力学演化, 发现在研究的
几种模型中, 量子失协都表现出比量子纠缠更稳定
的性质. 共生纠缠度在经历了一个短暂的坍塌和复
苏效应以后很快死亡, 若适当地改变初始条件, 纠
缠度会经历一个解纠缠与复苏的过程, 而量子失协
也会因为初始条件的改变使得振幅增大, 衰减率减
小, 虽然量子失协也会发生振荡, 但在整个演化过
程中都不会出现死亡现象. 所以即使在共生纠缠度
消失的情况下, 量子失协仍能反映量子比特间的量
子关联. 因此从以上分析中得知, 量子失协更稳定. 
故综上所述得知, 对于量子关联的测量来说, 它是
一种更适用的方法.  
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The Analysis on Concurrence and Quantum Discord of Interating Qubits 
in Different Environments 
YU Yan-xia1, HU Yan1, JI Ying-hua1, 2* 

(1. College of Physics & Communication Electronics, Jiangxi Normal University, Nanchang Jiangxi 330022, China;  
2. Key Laboratory of Photoelectronic & Telecommunication of Jiangxi Province, Nanchang Jiangxi 330022, China) 

Abstract: Initial entangled quantum bits in different environments, the dynamical evolution of symbiotic 
entanglement and quantum of dissonance found symbiotic entanglement degree is strongly dependent on the initial 
environment, and evolution in the study of several modelin the entanglement deaths phenomenon occurs. symbiotic 
entanglement and quantum dissonance in the evolution of the collapses and recovery effect, collapse and recovery 
effects disappear when the interaction between the qubit is zero. Available, regardless of the circumstances in which, 
quantum dissonance are not reduced to zero, that is able to reflect the quantum correlations between the qubit and 
systems, the quantum dissonance than have a stronger anti-decoherence quantum entanglement. quantum 
dissonance can be used as an effective quantum informationa more effective quantum resources.  
Key words: quantum correlation; coupled qubits; quantum discord; concurrence 
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