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摘　 要： 在分子尺度上对生物系统的研究主要通过模拟生物分子间的相互作用来完成． 在众多的分子间相互作用

中，静电相互作用及其重要，对它的定量计算是了解生物分子的溶剂化效应、生物分子折叠和酶催化作用等的一个

中心课题． 本综述着重介绍用于计算溶剂化效应的泊松 － 玻尔兹曼模型，包括模型的理论基础、发展历程、数值求

解方法、及在分子生物学研究中的应用等． 同时，也介绍泊松 －玻尔兹曼模型的一种近似模型，广义玻恩模型．
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１　 蛋白质静电相互作用的重要性及研究状况
１ １　 蛋白质静电相互作用的重要性

在我们周围，通过量子力学与统计力学原理，电磁力维持着生物体的结构和驱动生物分子的化学反应．
在化学、生物化学和生物分子学等领域中，静电作用力作为一种长程作用力，在研究生物分子中的相互作用

时起着重要的作用． 目前，在生物、计算机科学、计算数学、物理与化学和生物分子学等交叉学科中，生物分子

的静电性质得到了广泛的研究． 很久以来，科学家们一直采用理论方法分析大分子中的结构动力学，为生物

学实验提供重要的补充． 然而，当试图用物理化学原理来解释蛋白质分子折叠途径、生物酶分子如何发挥高

效的催化功能、生物分子间如何通过特异性相互作用进行识别等问题时，试图对生物分子的序列、结构或功

能进行定量预测或理性设计时，却发现我们面临着一个巨大的困难与技术鸿沟． 生物大分子由成千上万的原

子所组成，其结构和动力学性质通过大量的范德华、疏水、氢键、盐键等物理化学意义上的弱相互作用来维系

或支配． 这些弱相互作用在微观上缺乏对称性，使得很多经典的理论分析工具在生物大分子研究中失去了用

武之地． 最近计算机分子模拟技术的发展，为填平这道鸿沟提供了很大的机会． 在多维核磁共振实验和 Ｘ 射

线晶体衍射实验数据的结构修正中，分子动力学模拟已经成为一种常规手段． 近年来，人工蛋白序列的设计、
人造酶的设计等与定向进化等实验技术的结合，在生物分子工程领域取得了一系列影响深远的成果． 分子动

力学模拟在生物大分子中的成功应用，至少依赖于两个方面：①模拟中能量模型能够准确地刻画大生物分子

上的折叠、相互作用和动力学变化相关的分子间相互作用；②分子动力学或蒙特卡洛等模拟技术能够对大生

物分子的相空间进行合理地采样． 后者与目前计算机模拟的时间尺度密切相关，现有计算机的能力仅限于模

拟大生物分子在几十到数百纳秒量级的时间演化，而相当多的生物学过程包括蛋白质折叠、酶催化功能的运

动等在毫秒或更长的时间尺度上发生． 为了研究这些生物学过程，急待发展新的模拟技术，以适用于生物分

子工程的计算机模拟、实验数据的理论解释、大生物分子的装配问题和蛋白质热力学的理论研究等［１ － ３］ ．
蛋白质是构成生物体的基础物质之一，是构成细胞的基本有机物，是生命活动的主要承担者． 蛋白质的

重要性很早就被认识到了． 早在 １８３８ 年，当荷兰化学家 Ｍｕｌｄｅｒ 提出蛋白质这个名称时，他就明确指出：在植

物和动物中存在着这样一种物质，毫无疑问它是生命体中已知的最重要的物质，如果没有它，在我们这个星

球上生命则是不可能存在的． 蛋白质约占细胞干重的 ５０％ 以上． 现在，人们虽然还远未了解生命现象的全

部，但那些已经被人类所揭示的生命活动，却无一不与蛋白质密切相关． 生物体中的每一个细胞和所有重要

组成部分都有蛋白质参与． 蛋白质分子通过和其它生物分子发生相互作用而发挥其生物学功能． 实验研究表
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明，蛋白质分子的生理功能是通过复杂多样的蛋白质—蛋白质界面而发生相互作用． 这些复杂多变的界面对

应了多姿多彩、各具特色的蛋白质相互作用，有着复杂的物理化学性质和结构特征． 在分析生物分子的生理

功能时，静电作用是一个很重要的因素，它支配着生物分子中粒子的移动和相变． 事实上，大量的生命活动都

是由蛋白质之间的相互作用来调节完成的． 例如，转录起始因子之间的相互作用调控着生物体内基因的表

达；磷酸化激酶通过与受体相互作用控制细胞间的信号传输；抗体蛋白通过与各种抗原相互作用保护机体不

受伤害；各种构成细胞骨架的蛋白之间的相互作用使白细胞得以变形移动，对付入侵；肌动蛋白和肌球蛋白

之间的相互作用使肌肉收缩，心脏跳动等． 随着生物化学和分子生物学的发展，人们不断认识到诸如胚胎发

育、生长、分化和繁殖等都是蛋白质参与作用并受到蛋白质的控制和影响，一种生物的性状实际上是由它们

自身产生的各种不同蛋白质相互作用所表现出来的总的结果［４］ ．
１９２４ 年，Ｌｉｎｄｅｒｓｔｒøｍ⁃Ｌａｎｇ 等人对蛋白质分子静电力学做了开创性的工作［５］ ． 随后一些快速计算大生物

分子之间的相互作用的方法陆续出现，包括蛋白质 － 蛋白质之间相互作用的建模等等． 近年来，伴随着结构

基因组研究的开展，越来越多的蛋白质结构被测定出来，其中包括了大量的蛋白质复合物． 迄今为止，除去序

列一致性 ９０％以上的结构，蛋白质结构数据库（ｐｒｏｔｅｉｎ ｄａｔａ ｂａｎｋ， ＰＤＢ）中收录的结构中包含了约１０１ ０４６个
可能的蛋白质复合物（生物单元内 ＞ ２ 条肽链，２０１４ 年 ６ 月 １８ 日查询）． 同时，ＰＤＢ 里收录的蛋白质结构数

量随时间而快速地增加． 现在，计算机模拟、化学材料合成、生物分子结构的测试等技术的结合构成了后基因

组时代新药开发的新策略． 这些新的技术有望能成功地指导蛋白质之间相互作用的设计、生产出全新的生物

调控元件；也推动了蛋白质分子之间对接技术的进步；加快蛋白质之间相互作用的新药开发，为人类疾病的

治疗贡献力量．
静电相互作用在研究生物分子结构与稳定性、酶的催化活性、生物分子识别和反应速率以及粒子通道选

择性等方面发挥了举足轻重的作用． 事实上，生物大分子中的离子基团和极性基团，蛋白质分子中有超过

２０％的氨基酸在生理条件下成电离态；有超过 ２５％的蛋白质分子其侧链成极性基团存在． 绝大多数的生物

膜也需要有少量的磷脂基团来维持它的生理功能．
１ １ １　 蛋白质分子结构的稳定性

蛋白质多肽链在空间中的走向是决定蛋白质构象的基础． 多肽链主链构象是指主链上的原子在空间上

的排列，不涉及侧链基团的原子，表示了蛋白质的二级结构． 一种蛋白质的多肽链主链实际上是由连续的刚

性肽基构成的，或者可以看作是由重复的—Ｎ—Ｃα—Ｃ—单位借肽键连接而成的线性结构．
螺旋结构是蛋白质二级结构重要的结构要素． 如果一条多肽链绕它的每个 Ｃα 原子以相同的角度旋转，

将会形成某种螺旋结构． α⁃螺旋是一种既有允许的构象角，又有最能有效形成氢键的多肽主链构象，是多肽

链的一种特殊的刚性排列． 在 α⁃螺旋中，氢键处在最适距离（０ ２８ｎｍ），是一种强有力的氢键． 由于主链上所

有的羰基和酰胺基都参与了这种氢键的形成，所有 α⁃螺旋是一种稳定的结构． 在肽键的共振结构中，羰基氧

带部分负电荷，而酰胺氮具有部分正电荷，从而形成了一种电偶极． 由于所有的肽键都具有这种电偶极，而且

它们会通过螺旋的氢键而衔接，导致净偶极沿螺旋延伸，并随螺旋长度而加强，从而形成螺旋的偶极． 由于螺

旋末端的 ４ 个残基不能完全参与螺旋氢键的形成，螺旋偶极的正电荷和负电荷实际上分别属于接近螺旋末

端的氨基和羧基． 基于这样的理由，带负电荷的氨基酸残基往往会在螺旋接近氨基末端的部位找到，它们可

与螺旋偶极的正电荷相互作用，起到稳定螺旋的作用． 若带正电荷的氨基酸残基出现在同样的部位，则会致

螺旋去稳定． 同样地，相对应的情况也会出现在羧基末端．
β⁃结构是由多个平行排列在一起的 β⁃链或肽段形成的一种多肽链主链折叠结构． 与 α⁃螺旋不同的是，

在 β⁃折叠片中，氢键出现在相邻多肽链之间或相邻肽段之间，而不是像 α⁃螺旋一样出现在直向的同一条链

中． β⁃折叠片是蛋白质中普遍存在的主链结构要素．
当蛋白质多肽链未折叠时，它处在最不稳定的高能量状态，而当它折叠成天然构象后，它则处于热力学

最稳定的低能量水平状态． 蛋白质多肽链在生理条件下折叠成特定的构象是热力学上一种有利的过程，这告

诉我们，在折叠中，总的自由能变化必定是负的［６ － ７］ ． 自由能的变化

ΔＧ ＝ ΔＨ － ＴΔＳ， （１）
式中， ΔＨ 是焓的变化，大致相当于总的键能和之差，ΔＳ 是熵的变化，是系统有序度的量度． 对于某一给定的
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转变来说，负的 ΔＨ 表明，系统从较弱的键合到较强的键合作用转变． 正的 ΔＳ 表明，系统从较有序到较无序

的状态转变． 但蛋白质折叠过程涉及从无序到有序状态的转变，因此该过程必然涉及混乱度的降低，即熵的

减少． 自由能变化公式表明，ΔＳ 的负值将会产生正的 ΔＧ，构象熵的变化对折叠做功． 在研究蛋白质折叠时，
我们不能忽视水的作用，因为在讨论蛋白质折叠所涉及的物理化学因素时，必须考虑多肽链与水的相互作

用． 此外，水溶液中的其它因素，例如小分子的阴离子和阳离子，在决定蛋白质结构的稳定性方面也能起重要

的作用． 实际上，一个蛋白质折叠所成的特定结构是各种作用力相互抵消、精巧平衡的结果． 这里，我们将讨

论蛋白质折叠的过程以及各种作用力的性质和对 ΔＧ 的负值的贡献．
１ １ ２　 推动蛋白质特定构象形成和稳定的作用力

１）疏水作用

在天然蛋白质结构中，由于非极性侧链基团具有避开水的倾向，大多数在分子内部聚集，不与水溶剂接

触，形成胶束状的构象． 因此，非极性基团的疏水作用是蛋白质结构的重要决定因素［９］ ．
蛋白质折叠时负值 ΔＧ 的产生涉及多肽链和溶剂水的焓变与熵变

ΔＧ ＝ ΔＨｐ ＋ ΔＨｓ － ＴΔＳｐ － ＴΔＳｓ， （２）
表 １　 碳氢化合物从水转移到非极性溶剂中的热力学变化（２５ ℃） ［１１］

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅｒｍｏｄｙｎａｍｉｃ ｃｈａｎｇｅｓ ｉｎ ｔｒａｎｓｆｅｒｉｎｇ ｈｙｄｒｏｃａｒｂｏｎ
ｆｒｏｍ ｗａｔｅｒ ｔｏ ｎｏｎｐｏｌａｒ ｓｏｌｖｅｎｔ

过程
ΔＨ ／

（ｋＪ·ｍｏｌ － １）

－ ＴΔＳ ／

（ｋＪ·ｍｏｌ － １）

ΔＧ ／

（ｋＪ·ｍｏｌ － １）

ＣＨ４ 从水转移到苯中 １１ ７ － ２２ ６ － １０ ９

ＣＨ４ 从水转移到四氯化碳中 １０ ５ － ２２ ６ － １２ １

Ｃ２Ｈ６ 从水转移到苯中 ９ ２ － ２５ １ － １５ ９

Ｃ２Ｈ４ 从水转移到苯中 ６ ７ － １８ ８ － １２ １

Ｃ２Ｈ２ 从水转移到苯中 ０ ８ － ８ ８ － ８ ０

水中的苯转变成液态苯（１８ ℃） ０ － １７ ２ － １７ ２

水中的甲苯转变成液态甲苯（１８ ℃） ０ － ２０ ０ － ２０ ０

疏水作用源于水作为溶剂的特殊性质． 表 １
的热力学数据为疏水作用的产生提供了重要

依据，因为碳氢化合物从水中转移到非极性

溶剂中与蛋白质折叠时非极性侧链从蛋白质

外部转移到内部是相似的． 碳氢化合物从水

溶液中转移非极性溶剂中的自由能变化

（ΔＧ） 表明，这样的转移过程是一个自发的

过程． 脂肪族化合物的转移过程是吸热的，即
ΔＨ 为正值，但是（ΔＧ） 是负值，表明这种转

移过程是熵增加推动的． 同样，可以认为蛋白

质的非极性基团从水溶液环境中转移到蛋白

质非极性内部也是熵的增加推动的． 当非极

性分子或非极性侧链被水溶剂化时，熵会减

少． 因为，非极性物质与水接触引起水分子在它们周围形成像笼状的结构，这种有序化使该系统水的混乱度

降低，并伴随熵的减少．
蛋白质通常含有相当数量的疏水侧链基团（如 Ｌｅｕ、Ｉｌｅ、Ｐｈｅ 等的侧链）． 当多肽链处在未折叠状态时，这

些疏水基团与水接触，极性水分子诱导非极性基团产生的偶极可以与水分子产生弱的静电相互作用，引起周

围水的结构有序化，于是便产生了不利的自由能变化． 但是，疏水侧链基团具有避开水的倾向，当它们减少与

水接触时，它们中的大多数就会从水中转移到蛋白质分子内部． 此时，它们所占据的空间的表面积小于它们

各自单独占用空间表面积之和，导致非极性基团表面水的有序化程度总量有很大的降低． 任何系统的稳定都

必须在能量变化上是一个负值，熵的增加是产生负的自由能变化的主要因素． 尽管非极性基团内聚给出的

－ ＴΔＳｐ 是一个较大正值，而溶剂水分子的混乱度增加给出的 － ＴΔＳｓ 是一个很大的负值，两者抵消后得到总

的 － ＴΔＳ是一个很显著的负值，这对折叠时自由能的变化将贡献较显著的负值． 蛋白质折叠过程中多肽链的

焓变与溶剂的焓变相互抵消后，总焓变是很小的，对折叠不起支配作用． 从折叠时的极性基团的焓变与熵变

来看，它们给出的 ΔＧ 是一个很小的负值，对折叠的贡献是很小的． 因此，非极性基团在蛋白质内部聚集所导

致的溶剂熵增加对蛋白质的折叠和结构稳定的贡献是最大的．
根据对天然蛋白质空间构象中的单个侧链基团的定位详细分析，表明它们都是定位在预期会对天然结

构的稳定性作出贡献的部位，非极性侧链基团被包埋在蛋白质结构的内部，而极性侧链残基则位于蛋白质结

构的表面，并与环境水分子结合． 当极性基团，尤其是主链上的羰基和酰胺基不与水结合时，它们总是强烈地

彼此结合，其结果往往产生连续的重复结构，如 α⁃螺旋和 β⁃折叠片．
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　 　 ２）氢键

氢键（Ｄ—Ｈ—Ａ）是一种由弱酸性的供体基团（Ｄ—Ｈ）和一个具有孤对电子的原子（Ａ）之间形成的最显

著的静电作用力． 在生物学系统中，Ｄ 和 Ａ 两者都是高电负性的 Ｎ、Ｏ 以及 Ｓ 原子． 氢键的结合能大约是

（ － １２ ～ － ３０） ｋＪ·ｍｏｌ － １；与范德华力相比，它有较强的方向性． Ｄ—Ａ 间的距离正常情况下为（０ ２７ ～ ０ ３１）
ｎｍ． 蛋白质具有众多的氢键供体和受体，包括主链的羰基和酰胺基以及极性侧链基团［１０］ ．

由于蛋白质分子内部的氢键结合基团几乎都有可能形成氢键，因此氢键对蛋白质的结构有很大的影响．
但是，当蛋白质处在未折叠状态时，它的所有能形成氢键的基团都与水形成了氢键，因此内部氢键不可能为

天然蛋白质折叠提供比它处在未折叠时形成的氢键更多的自由能． 但蛋白质内部氢键处在一个疏水环境下，
几乎没有水分子与其竞争，因而内部氢键比分子表面的或近表面的氢键更加稳定；同时，蛋白质内部的氢键

也为它的天然折叠格局提供了结构基础． 如果蛋白质以阻止它的某些内部氢键形成的方式折叠，那么就会损

失一部分自由能，其构象就会比所有氢键完全形成时的构象的稳定性低得多． 因此，蛋白质氢键是蛋白质折

叠和结构稳定的协同者或促进者． 在很多情况下，多肽链的极性基团与水分子之间形成的氢键和静电作用力

产生有利的焓（负值）． 通常，焓对系统获得有利的水化作用比熵更重要．
３）静电相互作用

蛋白质分子的相反电荷基团的结合成为盐键、离子键或离子对． 当典型离子对（如谷氨酸残基的侧链羧

基和赖氨酸残基的侧链氨基）的电荷中心处在介电常数为 ４ 的介质中被分开 ０ ４ ｎｍ 时的能量大约是

８６ ｋＪ·ｍｏｌ － １ ． 但是，两个被分开离子的溶剂化自由能（自由离子在水溶液中是高度溶剂化的）与它们处在

非溶剂化（处在蛋白质分子内部）状态所形成的离子对的能量几乎是相等的． 因此，尽管离子对形成的自由

能比较高，但它们对蛋白质天然结构的稳定性贡献不大． 从在蛋白质的疏水内部很少存在非溶剂化的离子对

可以看出来． 然而，由于水分子的偶极性质，暴露在水溶剂的电荷离子与水分子的相互作用对蛋白质的结构

起着稳定的作用．
在电中性分子之间的非共价结合称为范德华力或范德华相互作用，产生于永久的或诱导的偶极之间的

静电相互作用，与那些非键合的邻近原子间的各种相互作用有关． 永久偶极的相互作用是蛋白质的重要结构

因素． 因为蛋白质的许多基团，例如肽主链上的羰基和酰胺基存在永久的偶极矩． 这些相互作用比离子对的

电荷间的相互作用要弱得多． 但是，在 α⁃螺旋和 β⁃折叠中，多肽主链上的羰基和酰胺基都指向同一方向，它
们的相互作用是可以联合和相加的． 因此，偶极与偶极的相互作用也显著地影响着蛋白质的折叠．

范德华力实际上包含静电吸引和静电排斥两种相反的作用力． 上面偶极间的相互作用是静电吸引． 但
是，当非键合原子间彼此太接近，就会产生排斥力． 这种排斥作用是原子间电子云重叠的结果．

４）二硫键

二硫键也是维持某些蛋白质空间结构稳定的重要因素，它是由两个半胱氨酸的侧链—ＳＨ 氧化形成的．
但处于还原状态的细胞质会极大地降低细胞内二硫键的稳定性． 事实上，几乎所有含有二硫键的蛋白质（如
核糖核酸酶 Ａ 和胰岛素）都分泌到氧化程度高的细胞外的特定部位，在那里，蛋白质中的二硫键才能有效地

发挥稳定其结构的作用．
１ １ ３　 酶分子的催化反应

酶是生物细胞产生、以蛋白质为主要成分、能加快反应速度、且具有催化专一性的生物催化剂． 生物体内

绝大多数反应都是由各种不同的酶催化的． 人们对蛋白质的研究，大多数是以酶为对象的． 这是因为生命现

象的本质是它能进行新陈代谢，与自然界进行物质和能量交换，而这些基本过程都是在酶的参与下完成的．
按照热力学的观点，一个化学反应并不是从反应物直接向产物的方向进行的． 反应的发生，即反应物向产物

的转变，取决于过渡态的能量状况． 只有当反应物在空间定向上有利于反应，而且反应物达到过渡态所需的

能量时，反应才能发生． 反应物从基态转变成过渡态的能量差称为活化能（ΔＧ†）． 化学反应的速度常数 ｋ 与

活化能之间的关系根据转换态理论由阿伦尼乌斯方程（Ａｒｒｈｅｎｉｕｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ）给出［１１］

ｋ ＝
ｋＢＴ
ｈ ｅ －ΔＧ† ／ ＲＴ， （３）

这里 ｈ 是普朗克常数（Ｐｌａｎｃｋ′ｓ ｃｏｎｓｔａｎｔ） ． 每一个化学反应都有 ΔＧ†，但活化能是可以改变的，它取决于催化
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剂是否存在和催化剂的类型． 过渡态或者活化态是一种短暂的分子结构状态，它既不是反应物，也不是产物，
是反应途径中一种最不稳定、具有最高自由能的分子形式． 根据过渡态理论，催化剂的作用在于以某种途径

降低反应活化能而加快化学反应速度． 典型的酶促反应速度与无催化剂存在时相比，反应速度要高出 １０６ ～
１０１２倍，也比非生物催化剂存在下的反应高出几个数量级． 从经典的观点来看，静电相互作用比较适合描述

酶分子催化作用的几个方面． Ｗａｒｓｈｅｌ 等人在 １９９８ 年提出静电相互作用降低反应活化能［１２］ ．
酶的高效性和专一性是同一事物的两个方面，两者是统一的． 两个基本而又相互关联的原理为酶的作用

机制提供了普遍性解释：①酶的大部分催化效力最终来自酶和它底物之间产生的多种弱作用力和相互作用

所释放的自由能． 这种自由能既贡献于酶作用的专一性，又贡献于它的催化效力． ②在反应的过渡态中，使这

样的弱相互作用处于最佳状态．
根据对底物和酶功能基团之间的化学反应研究，酶的催化功能基团（活性部位特定氨基酸的侧链基团、

辅酶或者金属离子）能与底物发生瞬间的相互作用，使底物激活． 在很多情况下，这些功能基团通过提供一

种较低能量反应途径降低活化能，从而使反应加速． 但催化功能基团不是酶催化作用唯一的贡献者． 降低活

化能所需的能量通常来自底物和酶之间的弱的、非共价的相互作用． 酶和底物相互作用产生的自由能叫做结

合能． 这种结合能的重要性已超出了单纯的酶⁃底物相互作用的范围，它是酶用来降低反应活化能所需自由

能的主要来源． 只有正确的底物才能参加到与酶的完全的相互作用中去，才能使结合能达到最大化． 这种完

全的互补的相互作用只有当底物处在它的过渡态时才能形成，因此，只有当酶与底物间的相互作用促使底物

转变成过渡态时，最大结合能的释放才会出现． 最稳定的相互作用（最大的结合能）发生在酶和底物的过渡

态之间，但同时过渡态也是最不稳定的反应中间态，它存在的时间太短，以致很快分解为底物或产物． 大多数

相互作用涉及酶和它底物的非反应部位间的基团． 这表明，酶和它底物的非反应部位间的相互作用也起到了

提供结合能的作用． 这种能量的补偿是使结合能达到最大的重要原因．
底物（Ｓ）的紧密结合加深了酶（Ｅ）⁃底物复合物的能量陷阱，实际上降低了反应速度． 升高 ＥＳ 复合物的

能量水平将增高酶促反应速度． ＥＳ 复合物的能量水平是通过两种途径达到的：①由 Ｓ 和 Ｅ 的结合所造成的

熵的减少；②ＥＳ 复合物由于张力、变形、去溶剂化以及其它的效应引起的去稳定作用． ＥＳ 复合物是高度组织

化的统一体，而溶液中的 Ｅ 和 Ｓ 是处在无序、高熵状态． 底物进入到酶的活性部位引起反应基团及其它相关

基团与底物一起进入较合适的位置． 这种从无序到相对有序的转变必然导致熵的减少． 此外，酶和底物两者

在三维方向上的平移运动能和旋转能在酶同底物结合后将会有一定程度的损失． 去稳定化作用涉及底物分

子的荷电基团同酶活性部位的结合所产生的去溶剂化作用． 在水中，荷电基团是很稳定的． 当底物的荷电基

团从水中移入到酶的活性部位时，往往会导致它们具有某种程度的去溶剂化，因为酶的活性部位相对是疏水

的，从而使得这些荷电基团变得不稳定而表现出较大的反应性．
１ １ ４　 生物分子识别

结构互补性是生物分子间识别的手段． 生命复杂而高度组织化的形式取决于生物分子彼此识别和相互

作用的能力． 如果一种分子的结构与另一种分子的结构是互补的，如酶与它的专一性底物、激素与它的受体、
抗原与抗体等，那么这种分子之间的相互作用就能准确地实现． 它们的这种关系如同锁和钥匙之间的关系．
结构互补性是生物分子识别的基本要素，为认识生物系统的功能特征提供了思路． 从大分子到细胞，所有生

物系统都是经由基于结构互补性的特殊分子识别机制运转的：酶对它专一性底物的识别、ＤＮＡ 两条互补链

的识别、精子与卵子的结合． 所有这些过程都涉及分子间的结构互补性［１３ － １４］ ．
由结构互补性所发生的生物分子间的识别是由前面介绍的非共价作用力介导的． 由于这些非共价作用

力很弱，在生理条件下这些过程是很容易可逆的． 因此，生物分子的相互作用存在瞬息变化的潜力，生物分子

刚性而静态的状态（这种状态会使细胞活性丧失）也因此不会形成． 所有经由结构互补性介导的生命过程都

有着动态的相互作用，由互补分子间的特殊识别所发动，最终导致特有生理活性的产生． 生物分子的功能就

是根据结构互补性和弱的化学相互作用的机制来实现的．
结构互补性原理可以向更高层次的相互作用延伸，这对于生命状态的确立是必不可少的． 例如，超分子

复合物的形成是由于复合物中的大分子成员间的识别和相互作用所致，是由各成员间形成的弱的作用力决

定的． 如果能形成有效数量的弱的非共价作用力，如同在结构上彼此互补的大分子那样，更大的结构将会自
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动装配． 分子的非极性倾向能启动超分子装配体的形成． 复杂的亚细胞结构实际上也是某种装配过程而自发

形成的，这种装配过程也是通过结构互补性所积累的弱相互作用力推动的．
１ ２　 蛋白质静电相互作用的研究现状

人体是个复杂的生命机器，每时每刻都在进行复杂的生理生化演变． 生物体内发生的反应，主要发生在

水溶液中，紧密地调节着一些重要离子的浓度，如钠离子，氯离子，钾离子等等，这些溶剂分子强烈地影响着

分子的结构和功能，以及蛋白质的折叠稳定性和选择特异性等． 因此，发展一种理论模型来研究这些生理现

象的溶剂化效应势在必行，也因此出现了大量的计算方法和算法来研究蛋白质之间的相互作用． 比较典型的

有分子动力学模拟、布朗运动模拟、蛋白质分子 ｐＫａ 计算、蛋白质设计算法、蛋白质药物设计和蛋白质对接

算法等等［１５ － １７］ ． 分子动力学方法，需要考虑溶剂中巨大数量的水分子和电解质粒子，很细致地刻画了溶剂化

过程． 从计算的角度来看其模拟是个很漫长的过程． 实际上，我们比较感兴趣的是这些过程的统计平均效应，
而隐式溶剂模型将溶剂分子的溶剂化效应隐式化处理，大大地降低了模拟时间，达到了很高的计算效率． 然
而，这种简化过程也意味着隐式化溶剂方法不是万能的，在某些应用中可能会与实验结果发生较大的偏差，
因此在提高隐式化模型方面也出现了大量的优秀工作．

目前已经有各种不同的隐式溶剂化模型，它们着重从计算精度和计算时间等方面来考虑． 这些模型一般

是通过物理分析而得到的，在一定程度上它们是一种合理的近似． 相比之下，在计算物理中的其它领域，如计

算流体力学、计算电磁学等，纳维叶 －斯托克斯（Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ）方程和麦克斯韦（Ｍａｘｗｅｌｌ）方程是人们熟知的

更加严格方程． 对于这些方程来说，目前已经有了很多理论分析和实验结果来研究它们在计算精度与计算时

间之间的关系． 它们的发展要比隐式溶剂化模型早很多，数值理论分析相对来说也已经相当成熟． 因此，给我

们隐式溶剂模型带来了新的挑战，当我们用隐式溶剂化模型来模拟溶液现象或提出一种新的模型时候，需要

着重考虑它的实用性与合理性．
计算代价几乎总是一个严格的限制因素． 这种限制作用不断地促进这些模型和数值算法之间的交互与

回馈作用，产生了一些新的模型和数值计算方法． 总的来说，新模型或新算法的提出要比以前的方法在数值

计算方面更快． 介电系数的连续化即是一种很好的改进方法，在交界面厚度趋于零的极限情况下便可以恢复

成原来的经典两介质模型． 据作者所知，虽然一些研究者们对这种模型已经有了计算方法甚至是程序包，然
而这方面严格的理论分析工作少之又少，仅仅是从数值结果方面对他们的模型进行分析，恰恰也是这些数值

结果显现出这些近似模型的强健性． 对于泊松理论，人们可以引入非线性介质影响，但不会失去计算可行性．
新的计算平台能有效地加快模拟过程，特别是图形处理器（ＧＰＵ）． 在这些模型的求解过程中，带动和引发了

一些新的快速计算方法，如快速多极子方法，并行计算和多重网格等［１８ － １９］ ．
的确，最近也涌现出了大量的关于蛋白质溶液模拟的研究性文章与综述［２０ － ２７，１３０］，它们或者是从计算数

学的角度来探讨其算法的高效性，或是从物理学的观点对模型进行修正，扩宽其应用范围． 这里我们忽略掉

了所有的具体细节过程，但参考文献中完整的分析过程相信能给读者以收获．

２　 蛋白质静电相互作用的计算方法与应用
２ １　 Ｐｏｉｓｓｏｎ⁃Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ （ＰＢ）方程

２ １ １　 ＰＢ 方程的研究历史与现状

泊松 －玻尔兹曼方程（Ｐｏｉｓｓｏｎ⁃Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ Ｅｑｕａｔｉｏｎ）是用来计算电解质溶液中的静电相互作用的偏微分

方程． 该方程的雏形最早出现于 Ｇｏｕｙ⁃Ｃｈａｐｍａｎ 模型中的双电层（Ｄｏｕｂｌｅ Ｌａｙｅｒ）理论［２８］ ． 在 Ｇｕｏｙ⁃Ｃｈａｐｍａｎ
模型中，生物分子表面附近的离子用玻尔兹曼分布来描述． 泊松 －玻尔兹曼方程将溶液中的水简化为均匀电

介质，这种隐式溶剂化（Ｉｍｐｌｉｃｉｔ Ｓｏｌｖｅｎｔ）的处理方法极大地提高了生物大分子溶液体系中的模拟和计算效

率． 目前，泊松 －玻尔兹曼方程被广泛地应用于电解质溶液体系性质的计算和分子动力学模拟中，特别是生

物体系中各种生物大分子在溶液中的溶剂化效应（Ｓｏｌｖａｔｉｏｎ）的计算中．
泊松 －玻尔兹曼方程是二阶非线性椭圆偏微分方程，当离子溶液的电势能绝对值较小时，可以把泊松 －

玻尔兹曼方程中的指数项展开到一阶，得到线性的德拜 －休克尔（Ｄｅｂｙｅ⁃Ｈüｃｋｅｌ）方程［２９］ ． 在稀溶液中，德拜⁃
休克尔方程对于泊松⁃玻尔兹曼方程是很好地近似． 除了在一些特定的简化体系中能求得它的解析解外，一
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般采用数值求解方法，例如有限差分、有限元或者边界元，以及一些其他随机方法，同时也涌现出了大量的求

解泊松⁃玻尔兹曼方程的软件包． 这些软件包中，有的已经有了并行实现，真正地成为了分子尺度上模拟电解

液的一种有效方法．
泊松 －玻尔兹曼方程采用平均场近似，当溶液中出现一定浓度高价离子导致离子间相互作用和关联增

强，泊松⁃玻尔兹曼方程的解将无法解释一些由关联所产生的现象，比如带相同电荷的物体在高价盐溶液中

相互吸引，以及带电胶体在高价盐溶液中的电泳呈现电荷反转，这些现象必须考虑离子间的关联才能得到合

理解释［３０ － ３１］ ． 近年来，通过在泊松⁃玻尔兹曼方程中加入一些被平均场忽略掉的项来修正泊松⁃玻尔兹曼方

程，获得了比较理想的结果［３２ － ３３］ ．
２ １ ２　 ＰＢ 方程的导出和适用范围

库仑定律　 经典电磁力学中的第一个定量定律，库仑定律，真空中两静止的点电荷之间的相互作用力，
与它们电荷量的乘积成正比，距离的平方成反比，作用力的方向在它们的连线上． 其数学表达式

Ｆ ＝ １
４πε０

ｑ１ｑ２

ｒ２
ｒ０， （４）

其中 ｒ为两者之间的距离， ｒ０ 为 ｑ１ 到 ｑ２ 的方向矢径，ε０ ～ ８ ８５４ １８７ ８ × １０ － １２Ｃ２·（Ｊ·ｍ） － １表示真空中的介电

常数．
经典静电力学中一个最基本的问题是：给定空间中的电荷分布，如何计算空间中任意一点的静电势以及

整个体系的静电自由能． 考虑一种比较简单的情形，在均匀电介质中分布着 Ｎ 个点电荷，它们在空间中的点

ｒ 处的静电势 ϕ（ｒ） 可以根据库仑定律（４）得到

ϕ（ｒ） ＝ １
４πεε０


ｉ

ｑｉ

｜ ｒ － ｒｉ ｜
， （５）

其中 ϕ 为静电势， ｑｉ 和 ｒｉ 分别表示点电荷的带电量和空间坐标（ ｉ ＝ １，…，Ｎ）， ε 为介质的相对介电系数．
同样地，根据库仑定律，整个体系的静电自由能可以通过下面的公式计算

ΔＧ ＝ １
８πεε０


ｊ≠ｉ

ｑｉｑ ｊ

｜ ｒｉ － ｒｊ ｜
， （６）

式（６）在全原子模型中经常被用于计算体系的静电自由能．
泊松方程　 由于生物分子⁃溶液系统（含有生物大分子的电解质溶液，见图 １）往往含有巨大数量的带电

粒子，计算该系统的静电相互作用是一件极其耗时的工作． 隐式溶剂方法是减少该计算耗时的一种有效方

法，该方法将溶剂当作均匀电介质，隐式地表示溶剂中的电荷分布． 在隐式溶剂模型中，静电势 ϕ（ｒ） 满足如

下的泊松方程

－ ·（εε０（ｒ） ϕ（ｒ）） － ρ（ｒ） ＝ ０， （７）
其中 ρ（ｒ） 为电荷密度分布函数， ε（ｒ） 为相对介电系数，该物理量用于衡量电介质的极化效应强度． 一般而

言，介质的介电系数并不是常数，而与体系的电荷分布密度、电磁场、温度等物理量有着极为复杂的依赖关

系． 在连续化模型中，通常将生物大分子和溶剂近似为均匀的电介质，而将其相对介电系数取做不同的常数，
生物大分子的相对介电系数通常取值在 １ 到 ２０ 之间，而溶剂的相对介电系数通常取 ８０ 左右［３４］ ．

玻尔兹曼分布定律　 为了从式（７）来计算生物分子⁃溶液系统的静电属性，需要定量地描述电荷密度分

布函数 ρ（ｒ） ． 生物大分子中的带电粒子（原子）由于受到化学键的束缚，它们不容易受到周围静电场和溶液

中带电粒子的影响，其电荷分布通常较为固定． 通常称这些电荷为固定电荷，其电荷密度分布函数 ρｆ（ｒ） 可

以通过一系列 Ｄｉｒａｃ⁃Ｄｅｌｔａ 函数的和来表示

ρｆ（ｒ） ＝ 
Ｍ

ｉ ＝ １
ｑｉδ（ｒ － ｒｉ） ＝ ∑

Ｍ

ｉ ＝ １
ｚｉｅｃδ（ｒ － ｒｉ）， （８）

其中 δ（·） 为 Ｄｉｒａｃ⁃Ｄｅｌｔａ 函数， ｑｉ 和 ｒｉ 分别表示各个固定电荷的带电量和空间坐标（ ｉ ＝ １，…，Ｍ），ｚｉ 表示分

子中原子的电荷数，为无量纲参数，而 ｅｃ 表示电子电量． 相比生物分子，溶液中的带电粒子（Ｎａ ＋ ，Ｃｌ － ，Ｋ ＋ ，
Ｍｇ２ ＋ 等）由于受到周围静电场影响以及粒子的碰撞作用，将会频繁地改变它们的位置，因此定量描述溶液中

的电荷密度分布是非常困难的． 为了定量描述溶液中粒子的分布，物理学家们用概率的方法—玻尔兹曼分布
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来描述生物分子附近带电粒子的分布情况：

ｃ（ｒ） ＝ ｃｂｕｌｋｅｘｐ － ｑϕ（ｒ）
ｋＢＴ

( )， （９）

其中 ｃ（·） 和 ϕ（·） 表示离子浓度和静电势， ｃｂｕｌｋ 为宏观溶液的离子浓度， ｑ为离子的带电量， ｋＢ 为玻尔兹曼

常数（ｋＢ ～ １ ３８ × １０ － ２３Ｊ·Ｋ － １），Ｔ 为热力学温度．
因此，对于含有 Ｋ 种粒子的电解质溶液，其离子电荷密度分布函数 ρｉｏｎ（ｒ） 可以表示为

ρｉｏｎ（ｒ） ＝ 
Ｋ

ｉ ＝ １
ｑｉｃｉ（ｒ） ＝ 

Ｋ

ｉ ＝ １
ｑｉｃｂｕｌｋｉ ｅｘｐ －

ｑｉϕ（ｒ）
ｋＢＴ

æ
è
ç

ö
ø
÷． （１０）

　 　 泊松 －玻尔兹曼方程　 将式（９）、（１０）与式（７）相结合，就得到了描述生物分子⁃溶液系统静电相互作用

的泊松⁃玻尔兹曼（ＰＢ）方程

－ ·（εε０（ｒ） ϕ（ｒ）） － ρｆ － λ
Ｋ

ｉ ＝ １
ｑｉｃｂｕｌｋｉ ｅｘｐ －

ｑｉϕ（ｒ）
ｋＢＴ

æ
è
ç

ö
ø
÷ ＝ ０， （１１）

图 １　 蛋白质分子 －溶液模型（Ωｐ 表示蛋白区域，

Ωｗ 表示溶液，他们相应的介电系数为 εｐ 和 εｗ ． ）

Ｆｉｇ． １　 Ａ ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｖｉｅｗ ｏｆ ａ ｓｏｌｖａｔｅｄ ｐｒｏｔｅｉｎ ｍｏｌｅｃｕｌｅ
（Ωｐ ｄｅｎｏｔｅｓ ｓｏｌｕｔｅ ｒｅｇｉｏｎ， Ωｗ ｄｅｎｏｔｅｓ ｓｏｌｖｅｎｔ ｒｅｇｉｏｎ．

Ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｄｉｅｌｅｃｔｒｉｃ ｃｏｎｓｔａｎｔｓ ａｒｅ εｐ ａｎｄ

εｗ， ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ． ）

其中 λ 在生物分子区域 Ωｐ 取 ０，在水溶液 Ωｗ 中取 １ 见图 １．
特别地，在溶液中只有正负两种离子（ ± １ｅｃ）、浓度比为 １∶ １
的时候，式（１１）可以简化为

－ ·（εε０（ ｒ） ϕ（ｒ）） ＝ ρｆ － ２λｃｂｕｌｋｅｃｓｉｎｈ
ｅｃ
ｋＢＴ

ϕ（ｒ）æ
è
ç

ö
ø
÷．

（１２）
　 　 为了方便计算，取 ｕ（ｒ） ＝ ｅｃβϕ（ｒ） 将式（１２） 无量纲化，
这里 β ＝ １ ／ （ｋＢＴ）， 得到无量纲形式的 ＰＢ 方程

－ ·（ε（ｒ） ｕ（ｒ）） ＝
ｅ２ｃ

ε０ｋＢＴ

Ｍ

ｉ ＝１
ｚｉδ（ｒ － ｒｉ） － κ２ｓｉｎｈ（ｕ（ｒ））．

（１３）
这里 κ 在生物分子区域中取为 ０，而在溶剂中取作如下形式

κ２ ＝
２ｃｂｕｌｋｅ２ｃ
ε０ｋＢＴ

＝
２Ｉｅ２ｃ
ε０ｋＢＴ

， （１４）

其中离子强度 Ｉ ＝ １
２ 

Ｋ

ｉ ＝ １
ｃｂｕｌｋｚ２ｉ ｉ， ｚｉ 为第 ｉ种粒子的化合价． 溶

液中离子强度 Ｉ 对于蛋白质溶液中的静电作用有显著的影响，通过改变溶液中离子强度，可以增加或者减少

溶液中电荷之间的静电吸引与排斥，因此为实验提供了一个途径来研究静电相互作用的重要性．
在 ＰＢ 方程中， ρｉｏｎ 关于电势是非线性的，因此 ＰＢ 方程是非线性偏微分方程． 然而，在一定条件下可以对

ＰＢ 方程中的非线性项作线性近似， ｓｉｎｈ［ｕ（ｒ）］ ～ ｕ（ｒ）， 得到下面的线性泊松 －玻尔兹曼（ＬＰＢ）方程

－ ·（ε（ｒ） ｕ（ｒ）） ＝
ｅ２ｃ

ε０ｋＢＴ

Ｍ

ｉ ＝ １
ｚｉδ（ｒ － ｒｉ） － κ２ｕ（ｒ） ． （１５）

　 　 ＰＢ 方程的边界条件　 在一些连续模型中，通常将生物分子 － 溶液体系划分为三部分：溶质区域（生物

大分子），溶剂区域，以及溶质与溶剂的隔离层． 隔离层由溶液构成，不同的是其中的离子受到一些生物分子

的静电作用影响，无法自由移动（也可以看作是没有游离的粒子）． 一个更为流行的是两介质模型（图 １），即
将隔离层直接作为溶剂的一部分，整个体系由溶质区域与溶剂区域两部分构成． 本文仅考虑这种两介质模

型． 在两个区域的交界面，介电系数急剧地跳跃．
根据经典静电力学，静电势函数 ϕ（ｒ） 应满足下面两个条件

１）无穷远条件，即
ｌｉｍ
ｒ→

ϕ ＝ ０． （１６）

　 　 ２）它本身和电位移在法方向上的值 ε ∂ϕ
∂ｎ( ) 在整个区域保持连续［３５］ ． 特别地，在生物分子与溶液的接触
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表面，满足下面的跳跃性条件：
［ｕ］ ＝ ０，
∂ｕ
∂ｎ[ ] ＝ ０． （１７）

这里符号［·］表示从蛋白质分子到溶液界面上函数值的跳量． 边界条件（１６）和（１７）一般用于边界元方法求

解 ＰＢ 方程中，在其它的一些方法如有限差分和有限元计算中，通常需要附加 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件来求解［２２］ ．
接下来，我们描述在运用经典的静电学理论于蛋白质分子三维结构时的一些相关要素． 实验研究表明，

蛋白质分子中的电子向电负性大的原子集中的趋势导致这些原子的负电荷过剩，而那些失去电子的原子则

将带部分正电荷，在这些原子对之间会形成永久性的电偶极子． 在静电计算中，这些电偶极子是通过分子力

场（实验得到或 ａｂ ｉｎｉｔｉｏ 计算［３６］）得到的部分电荷． 蛋白质分子中的这些电偶极子可与其它偶极子、诱导偶

极子及其周围水分子发生相互作用． 这些相互作用非常复杂且蛋白质分子中的永久偶极子会发生位置的改

变（也称重排），然而，其改变程度受限于蛋白质分子中的共价键（氢键或范德华作用）及空间位阻的影响，使
得这些电偶极子在蛋白质分子侧链上排成特定的几何形状，在蛋白质分子骨架上形成固定的结构． 因此，如
果知道蛋白质分子的三维结构，我们可以对蛋白质分子中的原子和共价键赋予电荷分布，将它们用于 ＰＢ 方

程． 而配体和离子基团的引入导致的蛋白质结构微扰，可以用分子动力学模拟方法或者直接从蛋白质三维结

构来估计偶极子的重排度． 因此，如果蛋白质的三维结构表达合理，所有电极化效应都将隐式地通过蛋白质

溶液的介电系数反映出来．
相比之下，由水分子形成的偶极子则有不同的行为，其行为依赖于它们在溶液中的位置． 我们称远离蛋

白质分子的水偶极子为溶剂水，比起那些在蛋白质分子界面上的水分子和蛋白质中的永久偶极子，它们的自

由度大得多． 因此，将溶剂水分子的复杂平移与旋转运动隐式化，在 ＰＢ 模型中将它当成一种具有较大介电

系数的电介质来刻画． 它的介电系数可以通过实验精确地测量，在０ １ ＭＰａ大气压 ２５ ℃ 下， 其值为

７８ ４６［３７］ ． 而蛋白质分子界面上的水分子受到周围环境的静电场影响，它的重排则受限于蛋白质分子中原子

形成的氢键网和界面上其它分子的作用． 近年来，一些研究表明应将蛋白质表面上的水分子当作蛋白质分子

的一部分［３８］ ． 蛋白质分子界面上的这些水分子，在蛋白质原子相互作用中发挥了桥梁的作用，在酶分子的催

化作用和与配体的结合等方面起到了极其重要的作用［３９］ ． 虽然这些理论研究让我们知道它所发挥的重要作

用，然而却也是极其有限的． 为了简单化，在 ＰＢ 模型中，蛋白质分子界面上的水分子通常还是被当成溶剂水

分子． 蛋白质分子中的诱导偶极子（称为极化），来源于局部静电场使得分子中的原子核周围电子云位置发

生偏移，可以用下面式子来计算它的偶极矩

（μ ｉ） ｎ＋１ ＝ χＥ（ｒｉ） ｎ， （１８）
式中 χ是分子的极化常数，Ｅ（ｒｉ） 是总的静电场强，包括了蛋白质分子中的部分电荷、溶液与蛋白质中的离子

和蛋白质中其它原子电子云的重排等所产生的总电场强度． 因此，所有诱导偶极子的偶极矩 μ ｉ 可以利用式

（１８）通过迭代的方法得到． 在多粒子体系中，这种迭代过程（有时称为极化灾难），成为在原子尺度上精确计

算蛋白质中的静电相互作用的一个主要障碍． 为了避免这种极化灾难，可以在 ＰＢ 模型中引入阻尼参数． 进
一步，为了避免在方程（１５）引入极化电荷，通常将蛋白质分子中的介电系数 εｐ 取为 ２ 以表示所有诱导偶极

子和永久偶极子等其它因素的影响，而水分子产生的诱导偶极子则用介电系数 εｗ ＝ ８０ 来代替．
上述边界条件（１６），（１７）与 ＰＢ 方程一起构成了一个封闭系统． 对于给定的生物分子 － 溶液系统（生物

大分子的结构、溶液的离子种类和离子浓度、介电系数等等）和外界条件（温度等等），ＰＢ 方程的解存在且

唯一．
对于 ＰＢ 方程，无法求出它的解析解，而只能进行数值求解． 仅仅在某些特殊情况下，可以求出线性 ＰＢ

方程的格林函数，然后由格林表示定理得到它的解析解． 下面简单地介绍几种特殊情况下的线性 ＰＢ 方程的

解析解．
均匀带电球壳　 考虑单价溶液中半径为 Ｒ 的带电球壳，其所带电荷总量为 ｑ 且均匀分布在小球表面，小

球的介电系数为 εｐ，溶液的介电常数为 εｗ ． 以小球的中心为坐标原点，由于电荷均匀分布在球表面，因此球

壳表面电荷面密度 σ ＝ ｑ ／ （４πＲ２） ． 利用小球的对称性，通过球坐标变换，线性 ＰＢ 方程可以转化为如下的常
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微分方程

－ １
ｒ２

ｄ
ｄｒ（ ｒ

２ ｄ
ｄｒｕ１） ＝ ０，　 　 ｒ ∈ Ωｐ，

－ １
ｒ２

ｄ
ｄｒ（ ｒ

２ ｄ
ｄｒｕ２） ＋ κ－ ２ｕ２ ＝ ０，　 　 ｒ ∈ Ωｗ，

（１９）

这里 κ－ ２ ＝ κ２ ／ εｗ，而由于小球的面电荷密度为 σ，因此当 ｒ ＝ Ｒ 时，

ｕ１（ ｒ） ＝ ｕ２（ ｒ），　 εｐ
ｄｕ１

ｄｒ － εｗ
ｄｕ２

ｄｒ ＝ σ ＝ － ｑ
４πＲ２ ．

（２０）

结合式（１９），（２０），解得

ｕ（ ｒ） ＝ ｑ
４πεｗＲ

１
１ ＋ κ－Ｒ

，　 　 ｒ ∈ Ωｐ，

ｕ（ ｒ） ＝ ｑ
４πεｗＲ

ｅ －κ－（Ｒ－ｒ）

（１ ＋ κ－Ｒ） ｒ
，　 　 ｒ ∈ Ωｗ ．

（２１）

带电小球理想情况下，视分子为点电荷，这时边界条件将变为连续条件

ｕ１（Ｒ） ＝ ｕ２（Ｒ），　 εｐ
ｄｕ１

ｄｒ ＝ εｗ
ｄｕ２

ｄｒ ． （２２）

解析解可以按照上面的方法来进行求解． 这里采用另外一种方法：通过方程（２９）来求解． 由于对称性，我们

可以将积分号下的未知函数提到积分号前，直接计算可得

∮ΓＧｐｔｄＳｔ ＝ Ｒ∮Γ ∂Ｇｐｔ

∂ｎ ｄＳｔ ＝ － １
２ ，

∮ΓＦｐｔｄＳｔ ＝ １
２κ－

（１ － ｅｘｐ（ － ２κ－Ｒ）），

∮Γ ∂Ｆｐｔ

∂ｎ ｄＳｔ ＝ １
２κ－Ｒ

（１ ＋ κ－Ｒ）ｅｘｐ（ － ２κ－Ｒ） ．

（２３）

经过简单的代数运算，得到整个系统的静电势

ｕ（ ｒ） ＝ ｑ
４πεｐｒ

－ ｑ
４πεｐＲ

＋ ｑ
４πεｗＲ（１ ＋ κ－Ｒ）

，　 　 ｒ ＜ Ｒ，

ｕ（ ｒ） ＝ ｑ
４πεｗ（１ ＋ κ－Ｒ）

ｅｘｐ（ － κ－（ ｒ － Ｒ））
ｒ ，　 　 ｒ ＞ Ｒ．

（２４）

　 　 溶剂完全渗透　 考虑一个细长的杆状分子放入到一个完全渗透的离子溶液中，在这种情况下整个溶液

里面的电势可以用下式来描述，

－ ２ｕ（ｒ） ＋ κ－ ２ｕ（ｒ） ＝ １
εｗ
∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｑｉδ（ｒ － ｒｉ） ．

由于三维自由空间中的 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程 － ２Ｇ（ｒ） ＋ κ－ ２Ｇ（ｒ） ＝ δ（ｒ － ｒｉ） 的格林函数为

Ｇ１（ｒ，ｒｉ） ＝ １
４π

ｅκ－ ｜ ｒ－ｒｉ｜

｜ ｒ － ｒｉ ｜
，　 Ｇ２（ｒ，ｒｉ） ＝ １

４π
ｅ －κ－ ｜ ｒ－ｒｉ｜

｜ ｒ － ｒｉ ｜
．

结合无穷远处的边界条件，因此单个粒子情况下的解

ｕ（ ｉ）（ｒ） ＝
ｑｉ

４πεｗ

ｅ －κ－ ｜ ｒ－ｒｉ｜

｜ ｒ － ｒｉ ｜
． （２５）

根据线性叠加原理得到细长杆状分子溶液的静电势

ｕ（ｒ） ＝ 
Ｎ

ｉ ＝ １
ｕ（ ｉ）（ｒ） ＝ 

Ｎ

ｉ ＝ １

ｑｉ

４πεｗ

ｅ －κ－ ｜ ｒ－ｒｉ｜

｜ ｒ － ｒｉ ｜
． （２６）

　 　 以上仅列举了三种简单情形，更多复杂情况 ＬＰＢ 方程解析解的研究可以参考文献［４０］．
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２ １ ３　 ＰＢ 方程的求解方法

通常情况下很难求出 ＰＢ 方程的解析解，而只能通过数值方法求其近似解． 这里将系统地介绍 ＰＢ 方程

的一些常用数值解法及其最新进展，包括有限差分方法、有限元方法和边界元方法等等．
２ １ ３ １　 有限差分方法

有限差分方法基本步骤是首先方程的求解区域进行剖分，然后对方程中的导数项用网格点上的函数值

来近似，得到关于网格点上未知函数的线性代数方程组． 对于一些区域比较规则的偏微分方程，可以利用傅

里叶方法来研究它的收敛性及稳定性．
应用有限差分方法求解 ＰＢ 方程面临的首要问题是计算精度问题． 由于 ＰＢ 方程中含有带奇异性的

Ｄｉｒａｃ⁃Ｄｅｌｔａ 函数，在进行网格剖分和对方程进行离散时极易产生误差，这些误差会对差分格式的收敛性和稳

定性产生很大影响． 此外，由于介电系数在生物分子表面的间断性，以及连续性条件的存在，如何定义分子表

面和如何进行区域剖分也会对数值解的精度产生较大的影响．
直到 ２０ 世纪 ９０ 年代，Ｄｉｒａｃ⁃Ｄｅｌｔａ 函数引发的离散格式精度问题得以解决，一些基于有限差分方法的解

法器被陆续提出，包括 ＤｅｌＰｈｉ［４１］，ＡＰＢＳ［４２］，ＧＲＡＳＰ［４３］，ＭＥＡＤ［４４］，ＵＨＢＤ［４５］，ＰＢＳＡ［４６］，ＺＡＰ［４７］和 ＣＨＡＲＭＭ［４８］等等．
近年来，结构化网格上椭圆界面问题的数值方法的快速发展，使得如何处理 ＰＢ 方程的界面连续条件的

问题在一定程度上得到解决． Ｗａｎｇ 等人通过在界面两侧对方程进行局部泰勒展开对界面附近的差分格式进

行修正，得到一种新的差分格式［４９ － ５０］ ． 这种格式的优点在于满足极值原理，因此离散得到的刚度矩阵对称正

定，可以采用预条件共轭梯度、多重网格等方法进行快速求解． 但需要一个从不规则分子区域到参考网格的

贴体网格映射，因此目前该方法只适用于一些表面充分光滑的简单生物分子． ＭＩＢ（Ｍａｔｃｈｅｄ Ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ａｎｄ
Ｂｏｕｎｄａｒｙ）方法利用界面条件对区域进行光滑延拓，然后利用中心差分格式，通过反复利用界面条件得到了

高阶精度的差分格式［５１］ ． ＭＩＢ 方法的优点是具有高阶的精度和收敛速度，数值试验显示这类方法具有二阶

收敛速度［５２ － ５３］，而如果将电势进行正则分解［４９］以消去 ＰＢ 方程中 Ｄｉｒａｃ⁃Ｄｅｌｔａ 函数引发的奇异性，ＭＩＢ 方法

的精度和收敛速度可以达到更高［５４］ ． ＭＩＢ 方法的缺点在于将 ＰＢ 方程离散所得的刚度矩阵是不定的和反对

称的，这导致包括共轭梯度算法在内的一些常用方法很难发挥功效． 此外，ＩＩＭ（ Ｉｍｍｅｒｓｅｄ Ｉｎｔｅｒｆａｃｅ Ｍｅｔｈｏｄ）
方法也是一种有效的差分方法，该方法在远离蛋白质分子界面的网格点上采用标准的差分格式，而界面附件

则通过界面连续性条件来修正其差分格式［５５］ ． ＩＩＭ 方法的优点在于具有较高的精度［５６］，并且可以用于求解

非线性 ＰＢ 方程［５７］ ． 另外有一种值得借鉴的处理界面问题的方法是求解稳态抛物方程快速时间演化方法，该
方法通过将界面上不连续的系数光滑化，使得扩散作用和原 ＰＢ 中的变系数作用可以分解成新的扩散作用

及常系数和一个光滑的对流作用［５８］ ．
２ １ ３ ２　 有限元方法

有限元方法是一种基于变分原理的微分方程数值求解方法，被广泛应用于拉普拉斯方程和泊松方程的

求解中． 有限元方法的求解通常包含三个步骤：单元剖分、有限元离散和求解离散变分问题．
比较早期的有限元求解生物分子 ＰＢ 方程有 Ｈｏｌｓｔ 和 Ｈａｒｖｅｙ 等人的工作［５９ － ６０］，Ｂｏｗｅｎ，Ｃｏｒｔｉｓ，Ｆｒｉｅｓｎｅｒ，

Ｂａｋｅｒ，Ｈｏｌｓｔ 和 Ｌｕ 等人之后做了进一步的工作［６１ － ６８］ ． 由于 ＰＢ 方程中广义函数（Ｄｉｒａｃ⁃Ｄｅｌｔａ 函数）的奇异性，
Ｃｈｅｎ 等人详细地讨论了 ＰＢ 方程 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 有限元方法解的先验估计与收敛性分析理论［６９］ ． Ｃｈｅｒｎ 等人提出

了解的正则格式分离方法，将解的正则部分和奇异部分分开处理［４９］，这一分解方法已被应用到之后 Ｌｕ 和

Ｚｈｏｕ 等人有限元方法中［２２，７０］ ． 利用有限元方法结合相应的界面条件求解正则部分，它的计算精度有了本质

上的改进． Ｃｏｒｔｉｓ 等人利用伽辽金方法改进了有限元方法，但他们没能处理好非线性 ＰＢ 方程和分子界面上

的条件［６３］，Ｈｏｌｓｔ 和 Ｂａｋｅｒ 等人用自适应有限元方法，采用 Ｎｅｗｔｏｎ⁃ＡＭＧ 方法对离散系统进行求解［６５ － ６６，７１］ ．
Ｘｉｅ 等人提出了一种新的有限元离散格式，很好地处理了界面条件［７２］，最近他们又提出了对方程进行正则化

处理的新格式［７３］，得到了较高的计算精度． Ｓｈｅｓｔａｋｏｖ 等人采用 ｐｓｅｕｄｏ⁃ｔｒａｎｓｉｅｎｔ ｃｏｎｔｉｎｕａｔｉｏｎ 方法结合 Ｎｅｗｔｏｎ⁃
Ｋｒｙｌｏｖ 子空间迭代方法求解 ＰＢ 方程，然而这种方法目前尚未被用于具有复杂界面的生物分子系统的计算

中，而仅仅被用于具有简单几何结构的胶粒的计算［７４］ ．
２ １ ３ ３　 有限差分法和有限元法中的快速方法

应用有限差分方法求解 ＰＢ 方程还面临求解速度问题，生物大分子的复杂性和巨大规模对求解器的求
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解速度提出了更高的要求． 近年来，在发展 ＰＢ 方程快速求解器方面也有很多开创性的进展． 比较常用的有

ＡＭＧ、Ｉｎｅｘａｃｔ⁃Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ａｌｇｅｂｒａｉｃ ＭｕｌｔｉＧｒｉｄ 和牛顿方法［５９，７１，７５］ ． 由于牛顿法求解非线性问题时的迭代次数不依

赖于网格尺寸，牛顿法求解 ＰＢ 方程的时间复杂度实际上等于迭代过程中求解线性系统的时间复杂度［７６］ ． 因
此，牛顿法求解 ＰＢ 方程的空间复杂度和时间复杂度是线性的［５９，７１，７５］ ． 从理论上讲，将牛顿法与 ＡＭＧ 方法结

合可以达到最优的时间复杂度与空间复杂度，然而这类方法非常难以实现． 一些比较容易实现的算法如预条

件共轭梯度法（ＰＣＧ）、经典的静迭代法（ＳＯＲ， Ｇａｕｓｓ⁃Ｓｅｉｄｅｌ， Ｊａｃｏｂｉ）、 ＭＩＣＣＧ（Ｍｏｄｉｆｉｅｄ Ｉｎｃｏｍｐｌｅｔｅ Ｃｈｏｌｅｓｋｙ
Ｆａｃｔｏｒｉｚａｔｉｏｎ Ｂａｓｅｄ ＰＣＧ）方法等等， 可以在 Ｏ（Ｎ１ ２５）到 Ｏ（Ｎ２）时间内获得方程组的解， 仅有少数求解器可以

达到线性时间复杂度［７７］ ．
应用有限差分方法求解 ＰＢ 方程的另一个问题是计算规模问题． 对于 ＰＢ 方程而言，计算区域的网格单

元尺寸一般取 ０． ２ Å 到 １ Å 之间， 对于一些尺寸达到上千 Å 的生物大分子，ＰＢ 方程的自由度很容易就达到

Ｏ（１ ０００３）． 解决该问题的方法包括自适应网格加密方法和 Ｔｅｌｅｓｃｏｐｉｎｇ Ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ 等等． 自适应网格加密方

法首先在粗网格上进行计算， 然后在迭代过程中对解变化较大的区域进行局部加密． Ｔｅｌｅｓｃｏｐｉｎｇ Ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ
首先在粗网格上得到一个近似解， 通过对粗网格上的结果进行插值方法得到细网格上的边界条件， 然后在

局部用细网格进行求解［７７］ ． 更多这方面的工作可以参考文献［７８］．
在自适应有限元方面，Ｈｏｌｓｔ 等人提出了一种求解 ＰＢ 方程的自适应有限元方法［６５ － ６６，６９］， 该方法采用

Ｎｅｗｔｏｎ⁃ＡＭＧ 方法或者 Ｉｎｅｘａｃｔ⁃Ｎｅｗｔｏｎ⁃ＡＭＧ 方法对离散有限元系统进行求解［５９，７１，７６］， 具有线性的时间复杂

度和线性的空间复杂度［７９］ ． 最近，Ｏｌｓｏｎ 等人提出了一种求解 ＰＢ 方程的混合自适应有限元方法（Ｗｅｉｇｈｔｅｄ
Ａｄａｐｔｉｖｅ Ｌｅａｓｔ⁃Ｓｑｕａｒｅｓ ＦＥＭ， ｔｈｅ Ｆｉｒｓｔ⁃Ｏｒｄｅｒ Ｓｙｓｔｅｍ Ｌｅａｓｔ⁃Ｓｑｕａｒｅ ＦＥＭ， ＦＯＳＬＳ ＦＥＭ） ［８０ － ８１］， 该方法采用传统

伽辽金方法和混合型伽辽金方法（Ｍｉｘｅｄ Ｇａｌｅｒｋｉｎ ＦＥＭ）对 ＰＢ 方程进行有限元离散，通过引入残量泛函并极

小化该泛函来得到后验误差估计并进行自适应网格加密． 这种有限元方法的优点在于可以使得 ＰＢ 方程的

解和解的梯度具有较高精度，此外该方法具有较高的收敛速度．
此外，Ｌｕ 等人利用基于 ＰＮＰ（Ｐｏｉｓｓｏｎ⁃Ｎｅｒｎｓｔ⁃Ｐｌａｎｃｋ）方程的时间演化方程获得 ＰＢ 的结果［８２ － ８３］：

∂ｃｉ（ｒ，ｔ）
∂ｔ ＝ ·（Ｄｉ（ｒ） ｃｉ（ｒ，ｔ） ＋ βＤｉ（ｒ）ｃｉ（ｒ，ｔ） （ｑｉϕ（ｒ，ｔ）），　 ｒ ∈ Ωｓ，　 ｉ ＝ １，…，Ｋ；

·（ε（ｒ） ϕ（ｒ，ｔ）） ＝ － ρｆ（ｒ） － ∑
ｉ
ｑｉｃｉ（ｒ，ｔ），　 ｒ ∈ Ω，　 ｉ ＝ １，…，Ｋ，

（２７）

其中 ｃｉ 和Ｄｉ（ｒ） 分别表示第 ｉ种离子的浓度和扩散系数，Ｋ为溶液中离子的种类， β ＝ １ ／ （ｋＢＴ） ． 求解 ＰＮＰ 方

程的方法可以参看文献［７０，８３ － ８４］． ＰＢ 方程可以看做 ＰＮＰ 方程的平衡态（即处处流等于零）解．
·（Ｄｉ（ｒ） ｃｉ（ｒ，ｔ） ＋ βＤｉ（ｒ）ｃｉ（ｒ，ｔ） （ｑｉϕ（ｒ，ｔ）） ＝ ０，　 ｒ ∈ Ωｓ，　 ｉ ＝ １，…，ｋ；

－ ·ε（ｒ） ϕ（ｒ，ｔ） － ρｆ（ｒ） － ∑
ｉ
ｑｉｃｉ（ｒ，ｔ） ＝ ０，　 ｒ ∈ Ω，　 ｉ ＝ １，…，ｋ．

（２８）

　 　 另外值得一提的是，最近随机方法也广泛应用于一些偏微分方程的边值问题中． 由于统计采样方法固有

的特性，随机方法不要求求解区域的性质，可以处理任意复杂的几何区域． 因此，现在蒙特卡洛随机方法也是

受欢迎的一类求解 ＰＢ 方程的方法． 这种随机方法利用拉普拉斯方程的随机行走方法和积分中值公式结合

ＰＢ 方程的边界条件，根据轨迹的存活概率模拟出一系列的轨迹以获得 ＰＢ 方程在某些点上的解，它显著的

优点在于其消耗的计算机内存非常小［８５ － ８８］ ．
２ １ ３ ４　 生物分子网格生成方法

在结构生物学和结构生物信息学中，分子表面网格广泛应用于可视化和几何分析计算． 随着生物系统的

数学建模和数值模拟的发展，对分子表面网格有了一些新的需求，例如合格性、稳定性、有效性等等，特别是

对于上面提到的隐式溶剂化模型． 在计算模拟中，需要频繁产生网格或为大生物分子体系产生网格时，高效

是十分必要的． 它要求网格产生方法是稳定的，且在计算机许可条件下，能为任意尺度大小的分子系统产生

网格． 网格质量涉及网格光滑（避免锋利固体角等）和拓扑正确性（避免孤立的顶点、相交单元等），其对于数

值方法在求解偏微分方程的时候是至关重要的，能影响数值算法的收敛性及结果的合理性． 网格剖分技术已

经有几十年的发展历史了． 到目前为止，结构化网格技术发展得相对比较成熟，而非结构化网格技术由于起

步较晚，实现比较困难等方面的原因，现在正在处于逐渐走向成熟的阶段．
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贴体网格与非贴体网格　 在基于有限差分的 ＰＢ 求解器里，需要对求解域进行网格剖分，通常采用结构

化的网格来加速有限差分法的计算． 而由于生物分子固有的特性：复杂外形，产生生物分子的贴体网格

（ｂｏｄｙ⁃ｆｉｔｔｅｄ ｍｅｓｈ）是及其复杂的过程， 因此，一般采用结构化的非贴体网格（ｂｏｄｙ⁃ｕｎｆｉｔｔｅｄ ｍｅｓｈ）来离散求解

域． 目前结构化网格生成技术已有大量的文献． 一般说来，它生成速度快、网格质量好、数据结构简单． 然而它

们给 ＰＢ 方程的求解在计算上带来难以估计的人为误差． 为了降低非贴体网格带来的人为误差，目前另一种

有效的方法是采用非结构化的贴体网格． 非结构化网格没有规则的拓扑结构，网格节点的分布是随意的，因
此具有很强的灵活性． 在 ２０ 世纪 ９０ 年代时，非结构化网格的文献达到了它的高峰时期． 随着人们对求解区

域的复杂性的不断提高，对非结构化网格生成技术的要求越来越高． 从现在的文献调查的情况来看，非结构

化网格生成技术中只有平面三角形的自动生成技术比较成熟（边界的恢复问题仍然是一个难题，现在正在

广泛讨论），平面四边形网格的生成技术正在走向成熟． 而空间任意曲面的三角形、四边形网格的生成，三维

任意几何形状实体的四面体网格和六面体网格的生成技术还远远没有达到成熟，需要解决的问题还非常多．
非结构化网格技术，一般有 Ｇｒｉｄ Ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（应用于差分法）和Ｍｅｓｈ Ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（应用于

有限元和边界元）． 对平面三角形网格生成方法，比较成熟的是基于 Ｄｅｌａｕｎａｙ 准则的一类网格剖分方法

（Ｂｏｗｙｅｒ⁃Ｗａｔｓｏｎ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ａｎｄ Ｗａｔｓｏｎ’ｓ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ）和波前法（Ａｄｖａｎｃｉｎｇ Ｆｒｏｎｔ Ｔｒｉａｎｇｕｌａｔｉｏｎ）的网格生成方法．
另外还有一种基于梯度网格尺寸的三角形网格生成方法，这一方法现在还在发展当中． 基于 Ｄｅｌａｎｎａｙ 准则

的网格生成方法的优点是速度快，网格的尺寸比较容易控制． 缺点是对边界的恢复比较困难，很可能造成网

格生成的失败，对这个问题的解决方法现在正在讨论之中． 波前法（Ａｄｖａｎｃｉｎｇ Ｆｒｏｎｔ Ｔｒｉａｎｇｕｌａｔｉｏｎ）的优点是

对区域边界拟合的比较好，所以在流体力学等对区域边界要求比较高的情况下，常常采用这种方法． 它的缺

点是对区域内部的网格生成的质量比较差，生成的速度比较慢．
三维实体的四面体和六面体网格生成方法现在还远远没有达到成熟． 部分四面体网格生成器虽然已经

达到了使用的阶段，但是对任意几何体的剖分仍然没有解决，现在的解决方法就是采用分区处理的办法，将
复杂的几何区域划分为若干个简单的几何区域然后分别剖分再合成． 对凹区的处理更是如此． 六面体的网格

生成技术主要采用的是间接方法，即由四面体网格剖分作为基础，然后生成六面体． 这种方法生成的速度比

较快，但是生成的网格很难达到完全的六面体，会剩下部分的四面体，四面体和六面体之间需要金字塔形的

网格来连接． 现在还没有看到比较成熟的直接生成六面体的网格生成方法．
贴体表面网格的生成　 为了描述分子结构的形状，人们提出了各种分子表面定义，包括范德瓦尔斯表面

（ｖａｎ ｄｅｒ Ｗａａｌｓ ｓｕｒｆａｃｅ）， 溶剂可接触表面 （ ｓｏｌｖｅｎｔ⁃ａｃｃｅｓｓｉｂｌｅ ｓｕｒｆａｃｅ）、溶剂排斥表面 （ ｓｏｌｖｅｎｔ⁃ｅｘｃｌｕｄｅｄ
ｓｕｒｆａｃｅ）， 分子皮肤表面（ｍｏｌｅｃｕｌａｒ ｓｋｉｎ ｓｕｒｆａｃｅ）， 最小分子表面（ｍｉｎｉｍａｌ ｍｏｌｅｃｕｌａｒ ｓｕｒｆａｃｅ） 和高斯表面

（Ｇａｕｓｓｉａｎ ｓｕｒｆａｃｅ）等． 范德瓦尔斯表面被定义为球形原子的结合体的暴露表面，这些球的半径为分子中每

个原子的范德瓦尔斯半径． 溶剂可接触表面和溶剂排斥表面分别被定义为探针在范德瓦尔斯表面滚动时轨

迹的中心和内边界． 最小分子表面被定义为自由能最小化得到的表面． 不同于这些定义，高斯表面被定义

为一些高斯核函数和的水平集． 通过选取合适的参数， 高斯表面能很好地逼近范德瓦尔斯表面，溶剂可接触

表面和溶剂排斥表面［８９ － ９０］ ． 高斯表面被广泛应用于计算生物学的许多问题，例如对接问题、 分子形状对

比、计算溶剂可接触表面的面积以及广义玻恩模型中． 随着各种分子表面定义的提出，许多致力于分子表面

计算的工作出现了． １９８３ 年，Ｃｏｎｎｏｌｌｙ 等人提出了一系列算法来计算和分析了溶剂可接触表面［９１］ ． １９９７
年，Ｖｏｒｏｂｊｅｖ 等人提出了 ＳＩＭＳ 算法， 该方法计算平稳不变分子点表面，能去掉自相交的部分和光滑溶剂排

斥表面的奇异区域［９２］ ． Ｓａｎｎｅｒ 等人开发了一个基于 α 形的工具 ＭＳＭＳ， 为溶剂排斥表面产生三角形网

格［９３］ ． Ｒｙｕａ 等人推广了 α 形方法，提出了 β 形的方法来产生三角形网格［９４］ ． 最近，Ｙｕ 等人使用 ｍａｒｃｈｉｎｇ
ｃｕｂｅ ｍｅｔｈｏｄ 为生物分子结构产生网格［９５］ ． Ｃａｎ 等人利用水平集的方法开发了 ＬＳＭＳ 用于生成溶剂排斥表

面［９６］ ． Ｃｈｅｎｇ 等人使用球的约束集合为分子皮肤表面生成网格［９７］ ． 此外，在计算结构生物学或结构生物信息

学中，大多数的这些方法，如 ＧＲＡＳＰ，ＭＳＭＳ，ＬＳＭＳ 主要用于分子可视化和几何分析． 对于一些数值模拟方法

而言，例如有限元或边界元方法，通常需要采取一些其它方法来提高网格质量［２２］ ． 最近，Ｃｈｅｎ 与 Ｌｕ 等人用

表面 ｔｒａｃｅ 的方法开发的高斯表面生成程序包 ＴＭＳｍｅｓｈ，成功地为一百多万个原子的大生物分子产生表面网

格并用于 ＢＥＭ 计算［９８ － ９９］ ．
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体网格的生成　 一般来说，一个产生体网格的合理策略可分为以下两步：首先产生一个分子表面的一致

网格，然后基于表面网格去生成体网格． Ｌｕ 研究组发展了这样一个产生体网格的工具链［２２，６７，１００］ ． 该工具链

主要包括三部分：表面网格的生成，网格质量的提高，体网格的产生． 首先，用 ＴＭＳｍｅｓｈ 为高斯表面进行三角

行网格剖分，它能避免自相交，保持分子表面的拓扑结构［１０１］ ． 在第二步，首先使用软件 ＩＳＯ２ｍｅｓｈ［１０２］ 去简化

表面网格，如果存在自相交的三角形，再使用 ＴｒａｎｓｆｏｒＭｅｓｈ［１０３］ 去掉那些自相交的三角形． 最后，使用

ＴｅｔＧｅｎ［１０４］为上面得到的表面网格产生体网格．
２ １ ３ ５　 线性 ＰＢ 方程的边界元求解方法

边界元方法是一种求解线性偏微分方程的数值方法，其基本思想是：将原方程转化为边界积分方程，再
结合边界条件、界面条件等解出未知函数在边界上的值，从而得到它的整体解．

对于线性 ＰＢ 方程，通过格林第二公式可以转换成下面的边界积分方程［１０５］

αｐ ｆｐ ＝ ∮Γ［εＧｐｔｈｔ －
∂Ｇｐｔ

∂ｎ ｆｔ］ｄＳｔ ＋
１
εｗ
∑

ｋ
ｑｋＧｐｋ，　 ｐ ∈ Γ，

（１ － αｐ） ｆｐ ＝ ∮Γ［ － Ｆｐｔｈｔ ＋
∂Ｆｐｔ

∂ｎ ｆｔ］ｄＳｔ，　 ｐ ∈ Γ，
（２９）

其中 ｆ ＝ ｕｅｘｔ， ｈ ＝ ∂ｕｅｘｔ

∂ｎ 为未知量， ｎ是表面上点 ｔ的单位外法向量， ε ＝ εｐ ／ εｗ， Ｇｐｔ ＝ １ ／ （４πｒｐｔ）， Ｆｐｔ ＝ ｅｘｐ（ －

κｒｐｔ） ／ （４πｒｐｔ），ｒｐｔ 表示 ｐ，ｔ 两点之间距离． 参数 αｐ 依赖于点 ｐ 的几何特征，一般的可以取为 Ａｐ ／ （４π），Ａｐ 为点

ｐ 所张成的立体角． 对于光滑的几何表面， αｐ ＝ １ ／ ２． 在分子表面足够光滑时，对公式（２） － （２９）和它的导数

线性组合，便得到下面的 ｄＢＩＥｓ 公式［１０６］

１
２ε ＋ １

２( )ｆｐ ＝ ∮Γ （Ｇｐｔ － Ｆｐｔ）ｈｔ － １
ε

∂Ｇｐｔ

∂ｎ －
∂Ｆｐｔ

∂ｎ
æ
è
ç

ö
ø
÷ｆｔ[ ]ｄＳ ＋ １

εｗ
∑

ｋ
ｑｋＧｐｋ，

１
２ ＋ １

２ε( )ｈｐ ＝ ∮Γ ∂Ｇｐｔ

∂ｎ０
－ １

ε
∂Ｆｐｔ

∂ｎ０

æ
è
ç

ö
ø
÷ｈｔ －

１
ε

∂２Ｇｐｔ

∂ｎ０∂ｎ
－

∂２Ｆｐｔ

∂ｎ０∂ｎ
æ
è
ç

ö
ø
÷ｆｔ[ ]ｄＳ ＋ １

εｗ
∑

ｋ
ｑｋ

∂Ｇｐｋ

∂ｎ０
．

（３０）

　 　 对于非线性 ＰＢ 方程，解的积分表示需要用到它的体积分，降低了 ＢＥＭｓ 方法的效率． 文献［１０７］较详细

的讨论了边界元方法与有限差分方法在求解 ＰＢ 方程时候的性能，认为边界元方法即使在应用了快速多极

子方法加速积分，其求解速度仍然要慢于有限差分． 如果将（２９）看作是直接边界元法，文献［１０８］则提出了

一种间接边界元法：将分子表面电势求解转化为分子表面上电荷分布的求解．
通常可以采用伽辽金方法或者配点法对边界积分方程进行离散，对于 ＰＢ 方程，后者成为一种常用的选

择． 一般来说，采用边界元方法求解 ＰＢ 方程的优点在于：①相比体离散方法，边界元方法降低了一维，从而

减少了方程自由度；②边界元方法可以很好地处理复杂的几何形状和 ＰＢ 方程的边界条件；③采用边界元方

法对 ＰＢ 方程进行离散可以得到一个条件数较好的线性方程组（见式（３０）），因而无需采用预条件子求解；
④它能很好地处理 ＰＢ 方程中的奇异项． 而它的缺点在于：①相比体离散方法来说，尽管边界元法离散的自

由度 Ｎ 有所减少，但它所得到的刚度矩阵通常是稠密的，因此边界元方法通常具有极高的空间复杂度和时

间复杂度（分别为 Ｏ（Ｎ２）和 Ｏ（Ｎ３）），这极大限制其在生物分子模拟中的应用，需要有效地降低边界元方法

在应用于 ＰＢ 方程时的计算复杂度． ②由于无法得到非线性 ＰＢ 方程的格林函数，边界元方法仅适用于求解

线性 ＰＢ 方程． ③计算边界单元上的积分较为耗时；④奇异积分的计算会影响解的精度与稳定性． 此外，对于

一些生物分子系统中出现的溶剂空腔和隔离层，边界元法需要额外的计算量．
在最近几十年间，科学家在改进方法上和优化算法方面做了很多工作，主要在加快求解速度方面． 文献

［１０５］通过采用迭代法求解线性方程组、不完全计算矩阵系数，大大地节省了内存与 ＣＰＵ 时间． Ｋｒｙｌｏｖ 子空

间迭代方法在求解线性代数方程组解是一个很好的选择，Ｌｕ 等人实现了多种 Ｋｒｙｌｏｖ 子空间迭代求解方

法［１０９］ ． 在采用 Ｋｒｙｌｏｖ 子空间迭代求解方程（３０）的时候需要反复计算右端的积分，它在离散情况下即为矩阵

乘向量运算，在整个求解过程中是最耗时的． 目前的加速计算它的一些方法有快速多极子方法（ＦＭＭ） ［１１０］，
快速傅里叶变换 （ ＦＦＴ） ［１１１ － １１２］，面板聚类方法 （ Ｐａｎｅｌ Ｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇ Ｍｅｔｈｏｄ） ［１１３］，小波压缩方法 （Ｗａｖｅｌｅｔ
Ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ Ｍｅｔｈｏｄ） ［１１４］等等，在边界元求解 ＰＢ 方程中前两种方法较为常用．
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快速多极子方法的基本思想是采用八叉树结构进行空间管理，从而达到减少计算量和加快计算速度的

目的，早期的快速多极子方法用于计算库仑作用，计算复杂度为 Ｏ（ＮｌｏｇＮ），因此应用它可以加速泊松方程

的求解［１１５ － １１６］ ． Ｂｏｒｄｎｅｒ 和 Ｈｕｂｅｒ 等人采用自适应多极子展开的方法，将它应用到边界元方法求解泊松方程

中［１１７］ ． 随后，Ｂｏｓｃｈｉｔｓｃｈ 等人将快速多极子应用到了屏蔽库仑作用的计算且成功地将它应用于 ＢＥＭ 方法

中［１１８］ ． 最近，一种新的快速多极子方法将计算时间复杂度降至 Ｏ（Ｎ） ［１１０］ ． 比起早期的 ＦＭＭ，新方法用对角

变换进行平面波展开，大大地降低了运算量． 这种方法应用在 ＢＥＭ 方法中出现在文献［１０９，１１９］，其总体性

能（包括 Ｎｏｄｅ⁃Ｐａｔｃｈ 的应用）得到了很大的提高． 使用 ＦＭＭ 这个框架能延伸到任意体系生物分子［１８］，克服

了在求解 ＰＢ 方程时候的计算瓶颈，使得它在生物计算领域成为一个很有效的快速计算静电的工具．
相比之下，通常的 ＦＦＴ 能在 Ｏ（ＮｌｏｇＮ）的时间内计算式（３０）中的积分． Ｗｈｉｔｅ 等人在他们的边界元 ＰＢ

求解器中采用了预校正的快速傅里叶变换方法（Ｐｒｅ⁃ｃｏｒｒｅｃｔｅｄ ＦＦＴ） ［１１２］ ． 最近他们又提出了一种 ＦＦＴＳＶＤ 方

法，该方法利用八叉树结构将原空间进行分解，利用抽样方法计算源项和线性响应主成分的低秩近似，在每

一个尺度里面，其长程相互作用应用 ＦＦＴ 计算［１２０ － １２１］ ． 其实验结果显示 ＦＦＴＳＶＤ 的性能要优于预校正的快速

傅里叶变换． 此外还有将 ＦＦＴ 与快速多极子相结合的方法［１２２ － １２３］，其主要思想是利用小波基函数使得伽辽

金矩阵的元素很小以致可以忽略，其运算复杂度接近于线性复杂度［１２４］ ．
此外，也可以通过对网格重新组织来加快边界元方法的求解速度． 例如可以通过合并相邻单元来降低自

由度，以加快求解速度，但是这种方法通常会造成精度损失［１２５］ ． Ｎｏｄｅ⁃Ｐａｔｃｈ 方法很像有限元方法中的

Ｖｏｒｏｎｏｉ 网格，通过简单地重新安排每个 Ｐａｔｃｈ，可以达到线性边界元方法的精度而同时又能保持常数边界元

方法的运算量［１０５］ ． 另外，由于高阶基函数方法可以使得算法具有高的收敛阶，因此高阶方法可以采用较少

的自由度来达到与低阶方法相同的精度［１１１，１２６］ ． Ｗｈｉｔｅ 等人用高阶边界元方法在一些小分子的计算，得到了

很好的收敛阶［１２７］ ． Ｂａｒｄｈａｎ 等人采用曲面元离散分子表面，得到了很好的计算精度，然而他们没有系统地比

较这种曲面元方法的整体性能，可能是由于产生这种曲面元以及在曲面元上进行数值积分需要消耗更多的

ＣＰＵ 时间［１２８］ ． 最后，好的计算格式可以提高数值计算的稳定性． Ｇｒａｎｄｉｓｏｎ 等人将总的电势分解为库仑电势

和界面上极化电荷的产生的反应电势进行计算，其结果显示了此方法具有很好的稳定性［１２９］，但整体计算时

间仍然较长．
２ １ ３ ６　 超越 ＰＢ 方程

ＰＢ 方程形式简洁且便于计算，在弱耦合（低表面电荷密度，低浓度的单价离子溶液，高温度）条件下，ＰＢ
方程可以给出与实验较为一致的结果，是模拟生物分子⁃溶液系统静电相互作用的有效手段，因而被广泛应

用于很多研究领域． 尽管如此，传统 ＰＢ 模型仍然存在局限性：首先，传统 ＰＢ 模型将带电粒子视为点电荷，忽
略了粒子的尺寸效应；其次，传统 ＰＢ 模型将蛋白质和溶液视为连续均匀的电介质，忽略了粒子的极化效

应［１３０］；此外，传统 ＰＢ 模型基于平均场假设，因而无法反应系统的涨落［３０ － １３１］，且忽略了粒子相互关联

（ｉｏｎｉｃｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ）效应． 这些被传统模型所忽略的效应被认为在溶液分层、电荷反转、同性电荷相吸、离子通

道选择性等一系列生物进程中具有极其重要的作用［１３２ － １３５］ ．
近年来，为了克服传统 ＰＢ 模型的局限性，一些新模型被陆续提出． 通过引入被传统 ＰＢ 模型所忽略的效

应，这些新模型可以更精确地描述离子溶液体系的溶剂化效应，并有助于解释一些传统 ＰＢ 模型无法解释的

物理现象．
一些研究致力于通过能量变分方法得到加入粒子尺寸效应的修正 ＰＢ 模型，这些修正模型主要包括

ＭＰＢ（Ｍｏｄｉｆｉｅｄ Ｐｏｉｓｓｏｎ⁃Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ） 模型［１３６］， ＳＭＰＢ （ Ｓｉｚｅ Ｍｏｄｉｆｉｅｄ Ｐｏｉｓｓｏｎ⁃Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ） 模型［３３］，以及 ＳＭＰＮＰ
（Ｓｉｚｅ Ｍｏｄｉｆｉｅｄ Ｐｏｉｓｓｏｎ⁃Ｎｅｒｎｓｔ⁃Ｐｌａｎｃｋ）模型［８４，２０］ 等等． ＭＰＢ 模型只适用于溶液中的粒子具有相同尺寸的情

形． ＳＭＰＢ 模型的适用范围有所放宽，该模型可适用于溶液中的粒子具有两种不同的尺寸的情形． ＳＭＰＮＰ 模

型则完全克服了粒子种类和粒子尺寸的约束， 该模型可适用于溶液中含有任意多种不同尺寸的粒子的情

形； 另外，ＳＭＰＮＰ 方程作为含时方程，不仅可以模拟蛋白质⁃溶液体系的平衡态， 还可以用于模拟体系的非

平衡动态过程以及溶液离子的输运过程．
ＳＭＰＮＰ 方程：

１４１
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∂ｃｉ（ｒ，ｔ）
∂ｔ ＝ ·Ｄｉ（ｒ）［ ｃｉ（ｒ，ｔ） ＋

ｋｉｃｉ（ｒ，ｔ）∑
ｌ
ａ３
ｌ ｃｌ（ｒ，ｔ）

１ － ∑
ｌ
ａ３
ｌ ｃｌ（ｒ，ｔ）

＋ βｃｉ（ｒ，ｔ）ｑｉ ϕ（ｒ）］，

ｒ ∈ Ωｗ，　 ｉ ＝ １，…，Ｋ．

－ ·（ε（ｒ） ϕ（ｒ，ｔ）） ＝ ρｆ（ｒ） ＋ ∑
ｉ
ｑｉｃｉ（ｒ，ｔ），　 ｒ ∈ Ω．

（３１）

　 　 一些研究致力于修正 ＰＢ 模型中的介电系数，主要包括 ＤＰＢ（Ｄｉｐｏｌａｒ Ｐｏｉｓｓｏｎ⁃Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ）模型［１３０］， ＮＥ
（Ｎｏｎｌｏｃａｌ Ｅｌｅｃｔｒｏｓｔａｔｉｃ）模型［１３７］， ＶＤＰＢ（Ｖａｒｉａｂｌｅ Ｄｉｅｌｅｃｔｒｉｃ Ｐｏｉｓｓｏｎ⁃Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ）模型［２１］ 等等． ＤＰＢ 模型主要

考虑水分子极化效应对介电系数的影响， 采用统计场论方法得到了一种介电系数依赖于电场强度和水分子

偶极矩的变系数 ＰＢ 方程． ＮＥ 模型基于溶液模拟中的全局静电力学方法， 得到了一种介电系数依赖于电势

在整个空间的分布的变系数 ＰＢ 方程． ＶＤＰＢ 模型主要考虑粒子的体积排斥效应对溶液介电系数的影响， 得

到了一种介电系数依赖于离子浓度和离子尺寸的变系数 ＰＢ 方程．
ＤＰＢ 方程

－ ·（（ε０ ＋
ｃｄｐ０

｜ ϕ（ｒ） ｜ Ｇ（βｐ０ ｜ ϕ（ｒ） ｜ ）） ϕ（ｒ）） ＝ ρｆ（ｒ） ＋ ∑
ｉ
ｑｉｃｉｅ －βｑｉϕ（ｒ），　 ｒ ∈ Ω． （３２）

　 　 ＮＥ 方程

－ ·（ε０∫Ω（ｒ，ｒ′） ϕ（ｒ′）ｄｒ′） ＝ ρｆ（ｒ） ＋ ∑
ｉ
ｑｉｃｉｅ －βｑｉϕ（ｒ），　 ｒ ∈ Ω． （３３）

　 　 ＶＤＰＢ 方程

－ ·（ε（ϕ（ｒ）） ϕ（ｒ）） ＝ ρｆ（ｒ） ＋ λ∑
Ｋ

ｉ ＝ １
ｑｉｃｉ ｅ －βｑｉϕ（ｒ），　 ｒ ∈ Ω． （３４）

ε（ϕ（ｒ）） ＝
εｐ，　 ｒ ∈ Ωｐ，

ｍａｘ｛εｐ，εｗ － （εｗ － εｐ）∑
Ｋ

ｉ ＝ １
ａ３
ｉ ｃｉ ｅ －βｑｉϕ（ｒ）｝，　 ｒ ∈ Ωｗ ．

ì

î

í

ïï

ïï
（３５）

　 　 以上方程中的变量及参数的详细说明参考相关文献．
此外，由于平均场理论的局限性，在强耦合条件下， 传统 ＰＢ 方程的结果与实验结果存在较大偏差． 因

此，一些研究致力于发展适用于强耦合条件下的修正 ＰＢ 模型， 这方面的工作可以参考文献［１３８］．
２ １ ４　 并行计算

一般来说，串行程序局限于较小的生物分子系统． 对生物大分子溶液来说， 即使是很快的解法器，在很

精细的网格上也需要很长的计算时间． 因此，加速原来的串行解法器来研究大分子系统的静电问题是一个

亟待解决且艰巨的任务． 好在最近新一代计算机的发展，为实现这个目的提供了重要的基础． 逐个介绍各

种类型计算机的并行架构超出了本综述范畴， 这里主要介绍目前的一些主流并行程序在生物计算方面的应

用， 同时，它也受到越来越多人的关注．
ＣＵＤＡ 程序 　 ＣＵＤＡ（Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｕｎｉｆｉｅｄ Ｄｅｖｉｃｅ Ａｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅ） 由 ＮＶＩＤＩＡ 公司开发， 在 ＧＰＵ（Ｇｒａｐｈｉｃｓ

Ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ Ｕｎｉｔｓ）上计算的并行程序［１３９］ ． 工具集的核心是一个 Ｃ 语言编译器，ＣＵＤＡ ３． ０ 已经开始支持Ｃ＋＋
和 ＦＯＲＴＲＡＮ． ＣＵＤＡ 工具包包括 ｎｖｃｃ Ｃ 语言编译器（适用于 ＧＰＵ 的 ＣＵＤＡ ＦＦＴ 和 ＢＬＡＳ 库）； 分析器（适用

于 ＧＰＵ 的 ｇｄｂ 调试器和 ＣＵＤＡ 运行时驱动程序）等等． ＣＵＤＡ 开发者软件包 ＳＤＫ 提供了大量的范例，包括

矩阵乘法、矩阵转置、 ＯｐｅｎＧＬ 和 Ｄｉｒｅｃｔ ３Ｄ 图形互操作、ＢＬＡＳ 和 ＦＦＴ 库的使用等等． ＣＵＤＡ 核心有三个重要

抽象概念：线程组层次结构、 共享存储器、屏障同步（Ｂａｒｒｉｅｒ Ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ）．
ＣＵＤＡ 体系结构的组成包含三个部分：开发库、运行期环境和驱动． ＣＵＤＡ １． １ 版提供了两个标准的数

学运算库 ＣＵＦＦＴ（离散快速傅立叶变换） 和 ＣＵＢＬＡＳ（离散线性代数计算）的实现． 这两个数学运算库所解

决的是典型的大规模的并行计算问题， 也是在密集数据计算中非常常见的计算类型． 开发人员在开发库的

基础上可以快速、方便的建立起自己的计算应用． 运行期环境提供了应用开发接口和运行期组件，包括基本

数据类型的定义和各类计算、 类型转换、内存管理、设备访问和执行调度等函数． 基于 ＣＵＤＡ 开发的程序代

２４１
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码在实际执行中分为两种， 一种是运行在 ＣＰＵ 上的宿主代码（Ｈｏｓｔ Ｃｏｄｅ）， 一种是运行在 ＧＰＵ 上的设备代

码（Ｄｅｖｉｃｅ Ｃｏｄｅ）． 不同类型的代码由于其运行的物理位置不同，能够访问到的资源不同， 因此对应的运行

期组件也分为公共组件、宿主组件和设备组件三个部分， 基本上囊括了所有在 ＧＰＧＰＵ 开发中所需要的功能

和能够使用到的资源接口， 开发人员可以通过运行期环境的编程接口实现各种类型的计算． 由于目前存在

着多种 ＧＰＵ 版本的 Ｎｖｉｄｉａ 显卡，不同版本的 ＧＰＵ 之间都有不同的差异， 因此驱动部分基本上可以理解为是

ＣＵＤＡ⁃Ｅｎａｂｌｅ 的 ＧＰＵ 的设备抽象层， 提供硬件设备的抽象访问接口．
ＯｐｅｎＭＰ 程序　 ＯｐｅｎＭＰ（Ｏｐｅｎ Ｍｕｌｔｉ⁃ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ）是由 ＯｐｅｎＭＰ Ａｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅ Ｒｅｖｉｅｗ Ｂｏａｒｄ 牵头提出的， 并

已被广泛接受的，用于共享内存并行系统的多线程程序设计的一套指导性的编译处理方案 （ Ｃｏｍｐｉｌｅｒ
Ｄｉｒｅｃｔｉｖｅ）． ＯｐｅｎＭＰ 支持的编程语言包括 Ｃ、Ｃ ＋ ＋ 和 ＦＯＲＴＲＡＮ［１４０］，而支持 ＯｐｅｎＭＰ 的编译器包括 Ｓｕｎ
Ｃｏｍｐｉｌｅｒ，ＧＮＵ Ｃｏｍｐｉｌｅｒ 和 Ｉｎｔｅｌ Ｃｏｍｐｉｌｅｒ 等． ＯｐｅｎＭＰ 提供了对并行算法的高层的抽象描述，程序员通过在

源代码中加入专用的 ｐｒａｇｍａ 来指明自己的意图，由此编译器可以自动将程序进行并行化，并在必要之处加

入同步互斥以及通信． 当选择忽略这些 ｐｒａｇｍａ，或者编译器不支持 ＯｐｅｎＭＰ 时，程序又可退化为通常的串行

程序，代码仍然可以正常运作，只是不能利用多线程来加速程序执行． ＯｐｅｎＭＰ 提供的这种对于并行描述的

高层抽象降低了并行编程的难度和复杂度，这样程序员可以把更多的精力投入到并行算法本身，而非其具体

实现细节． 对基于数据分集的多线程程序设计，ＯｐｅｎＭＰ 是一个很好的选择． 同时，使用 ＯｐｅｎＭＰ 也提供了更

强的灵活性，可以较容易地适应不同的并行系统配置． 线程粒度和负载平衡等是传统多线程程序设计中的难

题，而 ＯｐｅｎＭＰ 库从程序员手中接管了部分这两方面的工作． 作为高层抽象，ＯｐｅｎＭＰ 并不适合需要复杂的线

程间同步和互斥的场合．
ＭＰＩ程序　 多线程是一种便捷的模型，其中每个线程都可以访问其它线程的存储空间． 因此，这种模型

只能在共享存储系统之间移植． 一般来讲，并行机不一定在各处理器之间共享存储，当面向非共享存储系统

开发并行程序时，程序的各部分之间通过来回传递消息的方式通信． 要使得消息传递方式可移植，就需要采

用标准的消息传递库 ＭＰＩ（Ｍｅｓｓａｇｅ Ｐａｓｓｉｎｇ Ｉｎｔｅｒｆａｃｅ） ［１４１］ ． 与 ＯｐｅｎＭＰ 并行程序不同，ＭＰＩ 是一种基于消息传

递的并行编程技术． 消息传递接口是一种编程接口标准，而不是一种具体的编程语言． 简而言之，ＭＰＩ 标准定

义了一组具有可移植性的编程接口． 各个厂商或组织遵循这些标准实现自己的 ＭＰＩ 软件包，典型的实现包

括开源代码 ＭＰＩＣＨ、ＬＡＭ ＭＰＩ 以及不开放源代码的 Ｉｎｔｅｌ ＭＰＩ． ＭＰＩ 程序不仅可以适用多线程的方式并行运

算还可以让程序以多进程的方式执行． 这样做的好处是完成某一计算任务的不同进程可以运行在不同处理

器上（不只是处理器的不同核上），甚至是不同的结点计算机上，方便分布式计算系统的构建． 在多核上使用

ＭＰＩ 可以采用两种方式，一种是在多核平台上开发传统的多进程 ＭＰＩ 并行程序， 一个核执行一个 ＭＰＩ 进程．
另外一种方式是采用 ＭＰＩ ＋ ＯｐｅｎＭＰ 的方法，在结点内采用多线程方式，结点间采用 ＭＰＩ 多进程方式．

Ｃｉｌｋ Ｐｌｕｓ 程序　 Ｃｉｌｋ 多线程编程技术最早由 ＭＩＴ 开发，是一个基于 ＧＣＣ 编译器的开源项目，之后被

Ｉｎｔｅｌ 公司收购，整合进 Ｉｎｔｅｌ 编译器中． Ｃｉｌｋ 为 Ｉｎｔｅｌ 编译器的语言扩展，通过提供一些关键字、环境变量、函数

库等为 Ｃ ／ Ｃ ＋＋语言增加了细粒度任务支持，使其为新的和现有的软件增加并行性来充分发掘多处理器能

力变得更加容易［１４２］ ． Ｃｉｌｋ 技术的设计特别适合但不限于 Ｄｉｖｉｄｅ 和 Ｃｏｎｑｕｅｒ 的算法． 它将问题分解成可以独

立完成的子问题（任务），然后再将这些执行结果合并起来．
并行的 ＰＢ 解法器　 虽然上面介绍的这些并行程序库很容易将一个串行解法器实现并行，然而在各个

处理器上合理调度工作任务也不乏技巧．
据我们所知，一些广为使用的 ＰＢ 求解器，已经有了不同的并行程序实现，如 ＡＰＢＳ，ＰＢＳＡ，ＤｅｌＰｈｉ，

ＡＦＭＰＢ． 这里，将简单描述它们中的并行技术以及最近发展的新技术以加速 ＰＢ 方程的求解［１４３］ ．
Ｂａｎｄ 和 Ｈｏｌｓｔ 等人发展的偏微分方程有限元求解器（Ａｄａｐｔｉｖｅ Ｍｕｌｔｉｌｅｖｅｌ Ｆｉｎｉｔｅ Ｅｌｅｍｅｎｔ Ｐａｃｋａｇｅ）， 首先

在每个处理器上求出粗网格上的近似解，然后将整个区域剖分成一些小区域， 将小区域上的计算分派给处

理器，将粗网格上的解当作初始解在细网格上进行迭代求解． ＡＰＢＳ 延伸了 Ｂａｎｄ 和 Ｈｏｌｓｔ 等人的并行技术，
将“Ｐａｒａｌｌｅｌ Ｆｏｃｕｓｉｎｇ Ｍｅｔｈｏｄ”与“Ｅｌｅｃｔｒｏｓｔａｔｉｃ Ｆｏｃｕｓｉｎｇ Ｍｅｔｈｏｄ”结合［６４］ ． 在“Ｐａｒａｌｌｅｌ Ｆｏｃｕｓｉｎｇ Ｍｅｔｈｏｄ”中， 将

整个网格剖分成一些子网格（它们之间可以有重叠）， 每个子网格交给一个处理器来计算． 粗网格上的解用

来给子网格上定义边界条件，以减少了处理器之间的通信． Ｌｕｏ 等人则在 ＦＤＰＢ 中采用 Ｃｏａｒｓｅ⁃Ｇｒａｉｎｅｄ
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Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｖｅ Ｍｅｔｈｏｄ， 结合“Ｅｌｅｃｔｒｏｓｔａｔｉｃ Ｆｏｃｕｓｉｎｇ Ｍｅｔｈｏｄ”， 将细网格剖分成多个独立的 ＦＤＰＢ 进行计算［１４４］ ．
此外，ＤｅｌＰｈｉ 将分子表面网格、 静电势和静电自由能的计算分别采用特定的并行技术来实现在多处理器上

的并行计算［１４５］ ． 最近，Ｈｗａｎｇ 等人在他们的有限元离散里面引入了一种全新地并行的 ＮＫＳ （Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｋｒｙｌｏｖ⁃
Ｓｃｈｗａｒｚ）算法［１４３］ ． ＮＫＳ 算法利用 ＩＮＢ （Ｉｎｅｘａｃｔ Ｎｅｗｔｏｎ Ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ Ｂａｃｋｔｒａｃｋｉｎｇ）方法， 可以对非线性 ＰＢ 方

程进行求解． 在每一个牛顿迭代步， 利用 Ｋｒｙｌｏｖ 子空间方法求解离散得到的雅可比线性系统， 结合区域分

解方法［１４３］寻求预条件子来加快它的收敛性． 用自适应网格加密的并行技术［１４６］来加快 ＰＢ 方程的求解也正

在发展中． Ｌｕ 等人将并行自适应有限元软件平台 ＰＨＧ［１４７］ 应用于 ＰＢ 方程， 自适应地产生复杂分子区域的

有限元网格， 且成功地应用于 ｇＡ 离子通道的计算中［６７ － ６８］ ．
在边界元领域，不同的并行实现出现在分子静电计算软件包． Ｙｏｋｏｔａ 等人将 ＦＭＭ 的并行用 ＧＰＵ 来实

现，其结果显示在 ５１２ ＧＰＵ 的时候达到了 ０ ５ 的并行效率［１９，１４８］ ． Ｇｅｎｇ 等人用通过 ＭＰＩ 库实现了高阶边界

元方法［１４９］和用 ＧＰＵ 对直接边界元方法［１５０］及对树结构算法进行了加速计算（ＴＡＢＩ） ［１５１］ ． Ｂａｒｂａ 等人在 ＧＰＵ
上用树结构算法加速边界元计算（ＰｙＧＢｅ） ［１５２］，很好地处理了生物系统中的溶剂空洞现象． 像最近的 Ｌｕ 等人

把 ＦＭＭ 计算过程用 ＤＡＧ（Ｄｉｒｅｃｔｅｄ Ａｃｙｃｌｉｃ Ｇｒａｐｈ）表示， 借助图论里面的 ＮＰ 问题近似优化方法将 ＦＭＭ 计

算动态地分配给处理器以实现并行，各核之间的通信降到近似最低． 他们最近还用 Ｉｎｔｅｌ 编译器中的 Ｃｉｌｋ 库

来并行 ＡＦＭＰＢ 软件包并得到了很好的并行效率，且利用动态分配内存的方法实现了超大分子的静电

计算［１８］ ．
２ １ ５　 静电计算结果的可视化

当我们通过计算得到数值结果时，可以借助可视化工具将数据转化为图片和视频等多媒体文件． 这些多

媒体文件对于科学研究可以起到很好的辅助作用，它们有助于研究者从整体上、从更直观的角度了解和掌握

这些计算结果，同时也有助于各个领域的研究者之间的学术交流． 尤其是对于生物模拟这种大规模问题，其
计算结果往往包含大量的数据和信息． 因此，发展适用于生物分子模拟的可视化平台是很有必要的． 目前国

际上分子模拟领域常用的可视化软件包括：ＰｙＭＯＬ［１５３］，ＶＭＤ［１５４］，Ｃｈｉｍｅｒａ［１５５］，ＧＲＡＳＰ［１５６］ 等等． 其中 ＰｙＭＯＬ
采用 Ｐｙｔｈｏｎ 编写而成，具有非常强大的图片制作功能． ＶＭＤ 采用了 Ｔｋ ／ Ｔｃｌ 脚本语言，具有操作简便、界面友

好等特点． ＰｙＭＯＬ 和 ＶＭＤ 都加入了很多由研究者根据工作需要自行编写的脚本，大大地方便了其使用．
Ｃｈｉｍｅｒａ 通常被用于分子对接和药物设计领域，而 ＧＲＡＳＰ 通常被用于分子表面的可视化． 这些软件的缺点是

不能处理一般非结构化网格数据及基于它获得的模拟数据结果．
最近，Ｂａｉ 等人开发了一款针对三维生物分子的可视化软件 ＶＣＭＭ［１５７］ ． ＶＣＭＭ 提供了生物分子模型、计

算网格和数值结果于一体的可视化功能，并有多种小工具包括分子力场、网格质量分析、各种采样和体绘制

等功能． 在软件内部，运用了分子结构区域划分的方法和多种其他的采样方法，加快了大型分子数据的渲染

速度． 此外，ＶＣＭＭ 拥有简单易用的界面和广泛的数据格式支持，包括 ＰＤＢ、ＰＱＲ、ＯＦＦ、ＭＥＳＨ、Ｍｅｄｉｔ、ＶＴＫ 等

常用的生物分子结构、网格结构以及数值计算结果等数据格式．
２ ２　 广义 Ｂｏｒｎ 模型

广义玻恩模型（Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｂｏｒｎ Ｍｏｄｅｌ， ＧＢ）是 ＰＢ 模型的一种近似方法， 该模型被广泛用于生物分子

中的长程相互作用与溶剂化效应的计算． 相比经典的 ＰＢ 模型，ＧＢ 模型采用半解析的计算方法快速地计算

生物分子的溶剂化能． 广义波恩模型目前被广泛应用于分子动力学研究［１５８ － １５９］ ． 这里主要介绍 ＧＢ 模型的一

些计算方法和它在蛋白质溶液系统模拟中的一些应用．
２ ２ １　 Ｂｏｒｎ 模型及广义 Ｂｏｒｎ 模型的计算方法

我们从泊松方程式（７）的格林函数 Ｇ（ｒｉ，ｒｊ） 出发来推导玻恩公式（Ｂｏｒｎ Ｆｏｒｍｕｌａ）． 为了方便起见，这一

章中我们省略真空中的介电常数 ε０ ． 点电荷泊松方程的格林函数 Ｇ（ｒｉ，ｒｊ） 满足如下方程

·（ε（ｒ） Ｇ（ｒｉ，ｒｊ）） ＝ － δ（ｒｉ － ｒｊ） ． （３６）
这里考虑简单的两介质模型，在生物分子内，格林函数 Ｇ（ｒｉ，ｒｊ） 可以表示为

Ｇ（ｒｉ，ｒｊ） ＝ １
４πεｐ ｜ ｒｉ － ｒｊ ｜

＋ Ｇ′（ｒｉ，ｒｊ） ． （３７）

这里的 Ｇ′（ｒｉ，ｒｊ） 反映了生物分子表面极化电荷所产生的反应电场． 一般地，当介电表面存在时 Ｇ′（ｒｉ，ｒｊ） ≠
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０． 因此，分子的溶剂化能可以写为

ΔＧｅｌ ＝ １
２ ∑ｉ， ｊ

Ｇ′（ｒｉ，ｒｊ）ｑｉｑ ｊ ． （３８）

对任意形状、任意电荷分布的生物分子，计算 Ｇ′（ｒｉ，ｒｊ） 与求解泊松方程（７） 同样困难． 文［１６０］ 提供了在球

形分子情况下泊松方程的解析解， 得到了自作用项 Ｇ′（ｒｉ，ｒｉ） 和交叉项 Ｇ′（ｒｉ，ｒｊ） 的表达式［１６１］

Ｇ′（ｒｉ，ｒｉ） ＝ － １
４π

１
εｐ

－ １
εｗ

( ) １Ｒ∑ｌ ＝ ０

ｔｌｉｉ
１ ＋ （ ｌ ／ （ ｌ ＋ １））α，

Ｇ′（ｒｉ，ｒｊ） ＝ － １
４π

１
εｐ

－ １
εｗ

( ) １Ｒ∑ｌ ＝ ０

ｔｌｉｊＰｌ（ｃｏｓθ）
１ ＋ （ ｌ ／ （ ｌ ＋ １））α，

（３９）

其中 Ｒ 是分子的半径，ｒｉ 是体系中第 ｉ个原子的质心到分子中心的距离，ｔｉｊ ＝ ｒｉｒ ｊ ／ Ｒ２，θ是 ｒｉ 与 ｒｊ 的夹角，α ＝
εｐ ／ εｗ ．

在实际计算中，由于大量的原子分布在生物分子表面附近，因此 ｔｉｊ 接近于 １，导致式（３９） 的收敛非常缓

慢． 由于 εｗ ≫ εｐ ≥１，我们设想 εｗ 趋于无穷大，因而 α ＝ ０． 经过一些代数运算，可以得到

Ｇ′（ｒｉ，ｒｉ） ＝ － １
４πεｐ

１
Ｒ － ｒ２ｉ ／ Ｒ

． （４０）

Ｇ′（ｒｉ，ｒｊ） ＝ － １
４πεｐ

１
ｒ２ｉｊ ＋ （Ｒ － ｒ２ｉ ／ Ｒ）（Ｒ － ｒ２ｊ ／ Ｒ）

． （４１）

　 　 结合式（４０），（４１）和式 （３８），便得到溶剂化能 ΔＧｅｌ 的计算公式． 然而我们还需要确定式中的一些参

数， 如生物分子的半径 Ｒ，原子到分子中心的距离 ｒｉ ． 其实，方程（４０） 和（４１） 为广义玻恩模型提供了一个奠

基石． 由于自作用项 （４０） 和交叉项 （４１） 都 只依赖于（Ｒ － ｒ２ｉ ／ Ｒ），我们将 这个量定义为原子的等效玻恩半

径，记为 Ｒ ｉ ． 因此，如果求得生物分子中所有原子的 Ｇ′（ｒｉ，ｒｉ） 或 ΔＧｅｌ
ｉｉ ，便可由式（４１） 求得所有的交叉项

Ｇ′（ｒｉ，ｒｊ） ．
在实际计算中，一般采用下面玻恩公式来计算生物分子的溶剂化能，它作为一种 半解析计算的方法其

计算速度非常之快，已经广泛地应用于一些生物模拟方面的计算：

Ｒ ｉ ＝ － １
８π

１
εｐ

－ １
εｗ

( )
ｑ２
ｉ

ΔＧｅｌ
ｉｉ
，

ΔＧｅｌ ＝ １
２ ∑ｉ， ｊ

Ｆ（ｒｉ，ｒｊ）ｑｉｑ ｊ ≈－ １
８π

１
εｐ

－ １
εｗ

( )∑
ｉ， ｊ

ｑｉｑ ｊ

ｒ２ｉｊ ＋ Ｒ ｉＲ ｊｅｘｐ － γ
ｒ２ｉｊ

Ｒ ｉＲ ｊ

æ
è
ç

ö
ø
÷

．
（４２）

Ｓｔｉｌｌ 等人［１６２］取 γ ＝ １ ／ ４，是一种常用的形式， 还有其它的选择如１ ／ ２，１ ／ １０ 等． 虽然当 γ≠０ 时，方程（４２）已
经不再是泊松方程的解析解，然而在一些非球形状的蛋白分子中，它却可以比较精确地用来估算溶剂化自由

能［１６３］，利用方程（４２）来计算溶剂化自由能，需要首先计算每个原子的等效半径 Ｒ ｉ ． 实际上，方程（４２）即是

在单原子情况下的玻恩公式，而广义玻恩模型计算溶剂化自由能可以追溯到大概 ５０ 年前，虽然当时

“Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｂｏｒｎ”还未曾出现在文献中［１６４］ ． 可以说，玻恩公式不仅公式简单，还提供了一种解析的计算相

互作用力的有效方法． 然而，两个问题也随之出现了：
１）如何快速计算每个原子的有效半径；
２）玻恩公式（４２）能否合理地估算实际分子的溶剂化自由能．
在文［１６５］利用数值的方法求解泊松方程得到每个原子的等效半径，从而给予了肯定答案． 然而，他们

用的数值方法求解每个原子的等效半径是非常耗时的． 因此广义玻恩模型中，计算每个原子的等效半径成了

ＧＢ 模型中至关重要的任务． 实际上，现在几乎所有的 ＧＢ 模型，都采用方程（４２）来计算溶剂化效应，而它们

之间的差异则反映在原子等效半径的计算上，下面我们主要介绍原子的等效半径的一些计算方法． 一般来

说，通常可以采用体积分的方法［１６６］或面积分的方法［１６７］来计算（４２）． 然而我们却面临着两方面的挑战

１）用简单的公式来计算 ΔＧｅｌ
ｉｉ ；
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２）一个好的数值积分方法来计算上面提到的积分公式．
Ｄａｖｉｄ 和 Ｊａｃｋｓｏｎ 等人采用库仑近似（Ｃｏｕｌｏｍｂ Ｆｉｅｌｄ Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ， ＣＦＡ）方法［１６８］ 和能量密度积分方法

得到原子的等效玻恩半径公式

α４ ＝ Ｒ －１
ｉ ＝ １

４π∫ｅｘｔ １
｜ ｒ － ｒｉ ｜ ４ｄＶ ＝ ρ －１

ｉ － １
４π∫ｒ ＞ ρｉ

｜ ｒ ｜ －４ｄＶ， （４３）

其中， ρｉ 表示原子 ｉ的范德华半径， 方程（４３） 中的积分区域为溶液中除去原子 ｉ 所剩下的部分． 值得注意的

是，库仑近似只对点电荷分布在对称的球形分子情况下成立． 对于实际分子，库仑近似得到的等效玻恩半径

往往会偏大［１６９］ ． 此外，通过参数化方法也可以提高等效玻恩半径的精度，如下面的计算公式：

αＮ ＝ １
４π（Ｎ － ３）∫ｅｘｔ １

｜ ｒ － ｒｉ ｜ ＮｄＶ( )
１

Ｎ－３
＝ ρ３－Ｎ

ｉ － １
４π（Ｎ － ３）∫ｒ ＞ ρｉ

｜ ｒ ｜ －ＮｄＶ( )
１

Ｎ－３
． （４４）

从 αＮ 的线性组合出发可以改进库仑近似， 同时提高广义玻恩模型的精度， 如 ＣＨＡＲＭＭ 中的‘ＧＢＭＶ’利用

α４ 和 α５ 的线性组合来计算原子的等效玻恩半径， 随后，‘ＧＢＭＶ２’用 Ｒ －１ ＝ （１ － ２ ／ ２）α４ ＋ ２ ／ ２α７ 计算原子

的等效玻恩半径， 提高了玻恩半径的计算精度［１６９］ ． 虽然在方程（４４）中，当 Ｎ ≠４ 也许纯粹是一种经验性公

式， 然而文献［１７０］却指出在 Ｎ ＝ ６ 时可以导出精确的等效半径计算公式， 甚至都不要求原子像库仑近似

那样成对称分布．
此外，我们可以类比点电荷分子情况下的泊松方程那样来推导一般溶液的等效玻恩半径公式． 然而这

时情况会变得非常复杂，为推导带来困难． 实际上，人们更多的是采用经验公式与半解析的方法，如下面的

方法来处理溶液中存在的离子［１７１］：

ΔＧｅｌ ＝ － １
８π∑ｉ， ｊ

１
εｐ

－ ｅｘｐ（ － ０ ７３κｆＧＢ）
εｗ

( )
ｑｉｑ ｊ

ｆＧＢ ， （４５）

这里 ｆＧＢ ＝ ｒ２ｉｊ ＋ Ｒ ｉＲ ｊｅｘｐ － γ
ｒ２ｉｊ

Ｒ ｉＲ ｊ

æ
è
ç

ö
ø
÷ ． 其实，我们可以从单个原子的 ＰＢ 方程的解的形式 ϕｉ ～

ｅｘｐ（ － κｒ）
εｗ

ｑｉ

ｒ

出发， 将方程（４２） 中 １
εｐ

－ １
εｗ

( )→ １
εｐ

－ ｅｘｐ（ － κｆＧＢ）
εｗ

( )． 式中的常数 ０ ７３ 是通过与 ＰＢ 方程的预测结果进行

对比而得到的拟合参数．
２ ２ ２　 广义 Ｂｏｒｎ 模型的应用

蛋白质折叠与设计　 利用隐式溶剂模型来了解生物分子系统的构象转变具有广泛的应用前景，特别是

广义 Ｂｏｒｎ 模型． 像研究一些小的蛋白质分子（几十个残基）的折叠过程［１７２ － １７３］ 和一些较大分子的折叠过

程［１７４］，在这些模拟中，用隐式溶剂的方法来计算它们在折叠过程中的能量地形． 广义 Ｂｏｒｎ 模型也能用来探

测环境温度、摩擦力和随机力对蛋白质折叠的影响． Ｌｏｐｅｓ 和 Ｆｅｌｔｓ 等人在他们的蛋白质设计实验中，利用广

义 Ｂｏｒｎ 模型来探测点突变对蛋白质稳定性改变的影响［１７５ － １７６］ ．
大分子上的大尺度运动　 Ａｍａｒｏ 等人用广义 Ｂｏｒｎ 模型研究了禽流感病毒的构象变化［１７７］ ． 作为最近一

个新的研究方向（ＤＮＡ －蛋白质的结合［１７８］ ），广义 Ｂｏｒｎ 模型也大有用武之地． Ｒｕｓｃｉｏ 等人研究了蛋白质 －
ＤＮＡ 的动力学性质［１７９］ ．
２ ３　 静电相互作用的若干应用

近年来，分子模拟技术得以广泛应用，在对生物分子的结构、功能和特性的研究中，计算机模拟技术逐渐

占据主导地位． 相比全原子模型，以 ＰＢ 模型和 ＧＢ 模型为代表的隐式溶剂模型可以极大降低计算量． 隐式溶

剂模型由于其简便性和高效性而被广泛应用于分子模拟． 本章将着重介绍 ＰＢ 模型和 ＧＢ 模型在生物计算和

分子模拟中的应用．
２ ３ １　 静电相互作用在自由能计算中的应用

最近的现代药物设计中，人们最感兴趣的是计算蛋白质与配体、核酸与配体之间的结合自由能． 随着现

代计算机技术的发展，现在已经能够快速计算蛋白质折叠、蛋白 － 配体结合、蛋白 － 蛋白结合等生物反应中

的自由能变化． 通过分子动力学模拟采样，计算蛋白质复合物结合自由能的方法主要有 ＭＭ⁃ＰＢＳＡ（Ｍｏｌｅｃｕｌａｒ
Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ Ｐｏｉｓｓｏｎ⁃Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ Ｓｕｒｆａｃｅ Ａｒｅａ）和 ＭＭ⁃ＧＢＳＡ（Ｍｏｌｅｃｕｌａｒ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｂｏｒｎ Ｓｕｒｆａｃｅ Ａｒｅａ）．
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它们可以计算两个蛋白质的结合自由能，也可以计算复合物界面残基突变造成的自由能差． 而通过自由能微

扰和利用 Ｊａｒｚｙｎｓｋｉ 公式进行非平衡态模拟，原则上也可以计算蛋白质复合物的结合自由能，但由于通常蛋

白质相互作用体系庞大， 需要的采样计算量远远大于 ＭＭ⁃ＰＢ（ＧＢ）ＳＡ，因此它们的应用受到了一定程度的

限制． 在 ＭＭ⁃ＰＢ（ＧＢ）ＳＡ 中，需要对蛋白质复合物进行一段分子动力学模拟，利用模拟中获得的蛋白质构象

来计算结合自由能． 它采用了下面的热力学循环［１８０］：

，
根据这一循环，蛋白质的结合自由能可表示如下

ΔＧｓｏｌｖ
ｂｉｎｄ ＝ ΔＧｇａｓ

ｂｉｎｄ ＋ ΔＧＡＢ
ｓｏｌｖ － （ΔＧＡ

ｓｏｌｖ ＋ ΔＧＢ
ｓｏｌｖ） ＝ （ΔＨｇａｓ

ｂｉｎｄ － ＴΔＳ） ＋ ΔＧＡＢ
ｓｏｌｖ － （ΔＧＡ

ｓｏｌｖ ＋ ΔＧＢ
ｓｏｌｖ）， （４６）

其中，ΔＨｇａｓ
ｂｉｎｄ表示气态复合物形成前后的焓变， 包括了 Ａ 与 Ｂ 间的静电和范德华作用能； ΔＳ表示复合物形成

前后的熵变， 包括平动熵、转动熵、振动熵和构象熵； ΔＧｓｏｌｖ 表示复合物 ＡＢ 或蛋白质 Ａ，Ｂ 从气态到溶液中的

自由能变化， 也就是溶剂化自由能，它可以分解为静电项和非极性项

ΔＧｓｏｌｖ ＝ ΔＧｅｌｅｃ，ｓｏｌｖ ＋ ΔＧｎｐ，ｓｏｌｖ， （４７）
这里 ΔＧｅｌｅｃ，ｓｏｌｖ 可通过解 Ｐｏｓｓｉｏｎ⁃Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方程获得（ＭＭ⁃ＰＢＳＡ）， 或者利用广义波恩模型获得（ＭＭ⁃ＧＢＳＡ）．
这方面的研究可以参考文献［１８２ － １８７］．
２ ３ ２　 静电相互作用在蛋白质相互作用中的应用

蛋白 －蛋白和蛋白 －配体相互作用　 ＰＢ 模型广泛应用于分析蛋白 －蛋白结合过程，它们的静电结合自

由能定义为

ΔＧＡＢ ＝ ＧＡＢ － （ＧＡ ＋ ＧＢ）， （４８）

这里， ＧＸ ＝ １
２ ∑ｉ

ｑｉϕ（ ｒｉ），其中 Ｘ 表示分子或者复合物． 然而早期的一些 ＰＢ 计算结果通常显示两分子结合

自由能 ΔＧＡＢ 为正， 即不利于它们的结合． 主要是由于一些带电基团和极性基团的去溶剂化效应不足以弥补

蛋白质分子界面上的电荷与电荷之间相互作用［１８８ － １９０］ ． 这些不利的因素主要是用溶剂排斥表面作为蛋白质

分子 －溶剂的分界面计算而得到的．
芽孢杆菌 ＲＮＡ 酶，细胞外解淀粉芽孢杆菌的核糖核酸酶，当前对于研究及发展抗癌药物有很重要的指

导价值［１９１ － １９２］ ． 由于很容易获得它们的单体与复合物的高分辨率结构［１９３］， 研究它与芽孢杆菌 ＲＮＡ 酶抑制

剂的相互作用是一个很好的例子． 芽孢杆菌 ＲＮＡ 酶抑制剂通过盐桥、氢键和芽孢杆菌 ＲＮＡ 酶紧密结合． 它

们的反应界面主要是一些极性残基、带电残基和水分子（不与溶剂接触）． 这些残基之间高度地静电补偿和

静电吸引有助于它们复合物的稳定． 然而这些残基的去溶剂化则给复合物的结合带来了不稳定的影响，换句

话说，蛋白质分子表面带电残基的溶剂化效应，以及复合物形成将这些残基转化成复合物分子内部（因此它

们具有低介电系数），这些作用将反抗它与酶分子的结合． Ｆｅｒｓｈｔ 等人运用停留光谱法、等温滴定量热法和双

向突变周期分析等方法测量了这些残基对于复合物形成时的贡献作用［１９４ － １９５］ ． Ｄｏｎｇ 等人［１９６］ 和 Ｗａｎｇ 等

人［１９７］运用 ＰＢ 模型对它们进行定量计算．
Ｓｔｅｉｔｚ 等人最早关于蛋白质分子 －核酸相互作用的例子（大肠杆菌 ＤＮＡ 聚合酶片段），他们发现 Ｃ⁃末端

结构域深裂中的组氨酸，是 ＤＮＡ 底物上的活性区，能改变它们的状态与 ＤＮＡ 结合，对蛋白质⁃ＤＮＡ 结合能有

很重要的贡献［１９８］ ． 众所周知，ＤＮＡ 中的磷酸基与 ＲＮＡ 在蛋白质分子的活性位点上会形成盐桥． 然而，Ｑｉｎ 和

Ｚｈｏｕ 等人提供了大量的计算结果显示蛋白质 － 核酸的结合能为正的，但他们采用溶剂排斥表面计算，而当

用范德瓦尔斯表面进行计算时结合能则变为负的［１９９］ ． Ｓｚｋｌａｒｃｚｙｋ 等人计算了三种形式的 ｅＩＦ４Ｅ 蛋白质的结

合自由能，指出当加入非极性和相变作用时，结合自由能与实验结果很吻合［２００］ ．
配体 －受体结合速率常数　 ＰＢ 模型结合布朗运动（ＢＤ）模拟可以计算配体 － 受体的结合速率． 为了实

现结合，配体须扩散输送到受体表面［２０１］ ． 扩散过程中遇到受体的速率受几个因素的影响， 主要是反应物上
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复杂电荷分布产生的长程库仑力． 由于多数分子的复杂外形结构和结合模式各不相同， 结合速率通常不能

解析计算得到，因此采用数值模拟的方法来计算得到． 布朗运动轨迹模拟方法便是一个很好的数值模拟方

法． 为了采用它来计算结合速率， 首先为配体分子生成很多可能的轨迹， 其初始时候位于一个半径为 ｒｂ，中
心为受体的坐标中心的球面上． 球的半径应该充分大以致受体与配体之间的静电作用力大致成中心对称．
每条轨迹将达到一个相遇准则或达到一个半径为 ｒｑ 的球面上而退出模拟． 配体扩散遇到受体的速率 ｋｄ， 采

用下面式子计算［２０２］

ｋｄ ＝ ｋｂ
βｂ

１ － （１ － βｂ）ｋｂ ／ ｋｑ
， （４９）

这里［２０３］

ｋｂ（ｑ） ＝ ４π ∫
ｒｂ（ｑ）

ｅｘｐ（Ｕ（ ｒ） ／ （ｋＢＴ））
ｒ２Ｄｗ

ｄｒ[ ]
－１

， （５０）

βｂ 是配体最终遇到受体轨迹的百分比， Ｕ（ ｒ） 是分子间作用势，Ｄｗ 是相对平移扩散系数． 目前，最重要的因

素是配位体的轨迹是在受体激发的静电场中模拟所产生的， 而静电场可以通过求解 ＰＢ 方程计算得到，配体

通常当成点电荷． 分子结合的布朗运动模拟方法假定配体的运动受到分子间的静电相互作用力 与溶剂分

子碰撞产生的随机作用力影响．
ＢＤ⁃ＰＢ 方法的一个应用例子是铜锌超氧化物歧化酶催化 Ｏ －

２ 自由基的破坏，
２Ｏ －

２ ＋ ２Ｈ ＋→ Ｏ２ ＋ Ｈ２Ｏ２ ． （５１）
　 　 虽然铜锌超氧化物歧化酶在生理 ｐＨ 条件下带负静电荷， 但它活性位点区主要是带正电的． Ｓｈａｒｐ 等

人［２０４］和 Ｓｉｎｅｓ 等人［２０５］对牛红细胞与铜锌超氧化物歧化酶做了一系列的布朗运动模拟， 旨在分析 Ｏ －
２ 对超

氧化物歧化酶的活性位点的静电转向． 他们考虑离子强度与结合速率的相关性以及选定的带电残基的突变

对结合速率的影响． 同时采用实验模拟的方法得到了实验观测数据， 随着离子强度的增加，Ｏ －
２ Ｃｕ ／ Ｚｎ ＳＯＤ

的反应速率下降［２０６］ ． 确实，Ｇｅｔｚｏｆｆ 等人的实验数据推测了定点突变特征， 当维持定向结构时，位点特异性

突变将增加局部的正电荷， 导致它们有很快的反应速率，因此反应速率与离子强度的依赖性增加， 符合布

朗运动模拟结果［２０７］ ．
另一个用 ＢＤ⁃ＰＢ 模拟的例子是乙酰胆碱酯酶（ＡＣｈＥ），它能水解神经递质乙酰胆碱， 产生胆碱和醋酸．

它主要存在于神经肌肉接头和中枢神经系统胆碱神经突触中， 它的活性能终止突触传递［２０８］ ． ＡＣｈＥ 与它天

然的底物发生反应，是一种非常高效的催化剂． 然而它的活性区位于附近窄且 ～ ２０ Å 深的口袋底部，称活性

位点峡谷． 文献［２０９］采用布朗运动模拟计算了乙酰胆碱酯酶与乙酰胆碱离子的扩散反应速率．
酶催化反应 －蛋白酪氨酸磷酸酶 ＰＴＰ　 ＰＢ 模型也可以应用到酶促反应静电方面的分析， 预测酶分子

在发生催化功能时其残基的电离状态． 因为我们在隔离态与束缚态研究它们的反应机理时候， 必须考虑酶

分子和它的底物上的官能团的电离状态．
蛋白酪氨酸磷酸酶（ＰＴＰａｓｅｓ）的重要性和功能的鉴定是通过酶分子动力学， 位点定向突变和结构测定

等方面体现出来的． 去磷酸化时首先需要半胱氨酸离子（失去硫元素）对亲核磷酸盐在活性区进行碰撞形成

磷酸化酶中间产物， 而活性位点上的天冬氨酸残基须以酸的身份捐赠氢离子给酪氨酸基， 其底物上的磷酸

基在反应中被认为是完全电离态． Ｄｉｌｌｅｔ 等人推断底物是一个双质子化的磷酸基团［２１０］， 而 Ｋｏｌｍｏｄｉｎ 和

Åｑｖｉｓｔ用了一个完全去质子化的底物和半胱氨酸酶之间存在着强烈的静电排斥力作为例子和它反应的结合

自由能来反对 Ｄｉｌｌｅｔ 等人的观点［２１１］ ． 此外，在解释 ｐＨ 对蛋白酪氨酸磷酸酶活性的影响时也存在歧义， 这是

一种钟形依赖关系，具有最佳的 ｐＨ 值在 ５ 到 ６ 之间，大多数的实验研究和机理解释了这种关系．
蛋白质分子结合稳定性与环境 ｐＨ 之间的相关性　 蛋白质分子结构的稳定性、配体与受体分子的结合

是依赖于环境 ｐＨ 的， 因为相变和分子复合物的形成将会改变蛋白质分子中可滴定基团的质子化均衡， 进

而改变离子基团的平均电荷及分子的静电自由能．
Ｓｃｈｒｅｉｂｅｒ 和 Ｆｅｒｓｈｔ 等人测量了芽孢杆菌 ＲＮＡ 酶和芽孢杆菌 ＲＮＡ 酶抑制剂（Ｂａｒｎａｓｅ⁃Ｂａｒｓｔａｒ） 复合物的

结合解离速率与 ｐＨ 之间的依赖关系［２１２］ ． 同样地，Ｄｏｎｇ 等人运用 ＰＢ 模型来计算它的反应速率． 他们采用

下式来计算 ｐＨ 与结合速率之间的关系［１９６］
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Ｋ（ｐＨ） ＝ Ｋｏ
１ ＋ １０ｐＫＡＢ－ｐＨ

１ ＋ １０ｐＫＡ－ｐＨ （５２）

其中 ｐＫＡＢ 和ｐＫＡ 分别为 Ｂａｒｂａｓｅ 在复合物与单体和 Ｂａｒｓｔａｒ 的 ｐＫａ．
２ ３ ３　 隐式溶剂分子模拟方法

分子动力学模拟一般可用于生物分子体系的结构和动力学性质的研究． 目前来说，分子动力学模拟一般

受限于模拟时间长度和体系自由度． 随机动力学（ＳＤ）模拟方法正是在这一思想指导下提出来的． 通常的随

机动力学方法不考虑溶剂平均力势和溶剂摩擦力的含时性，这限制了它的发展和应用． 溶剂平均力势反映

了溶剂对生物分子的平均效应，对生物分子的动力学性质有重要影响． Ｚａｕｈａｒ 和 Ｇｉｌｓｏｎ 等人利用 ＰＢ 方程把

溶剂化效应加到分子动力学模拟中［２１３］ ． Ｗａｎｇ 等人把由边界元法决定的水化力结合到随机动力学模拟中，
研究水化力和摩擦记忆性对系统相变和动力学行为的影响［２１４ － ２１７］ ． Ｇｉｌｓｏｎ 等人利用分子动力学模拟结合 ＰＢ
模型和 ＧＢ 模型研究了 ＨＩＶ⁃１ 蛋白酶的静电性质［２１８］ ． 随后，ＰＢ 模型和 ＧＢ 模型结合分子动力学研究生物分

子的动态性质和结构、稳定性和预测 ｐＫａ 值相继提出． Ｌｕｏ 等人比较了 ＴＩＰ３Ｐ 显示溶剂模型与 ＰＢ 隐式溶剂

模型在计算反应场能量时候的差异［２１９］；Ｗｅｉ 等人用 ＭＩＢ 方法求解 ＰＢ 方程进行分子动力学模拟［２２０］ ． Ｊｕｆｆｅｒ
等人用边界元方法求出了两个大分子体系的静电势与蒙特卡洛模拟结果进行了比较［２２１］ ． 在这些方法的基

础上，一个重要的动力学方法，ｃｏｎｓｔａｎｔ ｐＨ ＭＤ，结合蒙特卡洛采样原理被提出，很好地处理了生物分子构象

变化、结构稳定性与溶液 ｐＨ 之间的依赖关系［２２２］ ．
２ ３ ４　 其它

蛋白质 －配体复合物的形成对电离态的影响　 ｐＫａ 值，反应溶液的酸度系数，在生物化学中表示酸离解

氢离子的能力，其计算式为

ｐＫａ ＝ － ｌｏｇ１０Ｋａ， （５３）
其中 Ｋａ 表示酸的离解常数． 对于酸 ＨＡ 的电离 ＨＡ⇌Ｈ ＋ ＋ Ａ － 平衡式来说，

Ｋａ ＝ ［Ｈ ＋］［Ａ －］
［ＨＡ］ ． （５４）

运用 ＰＢ 模型来预测 ｐＫａ 值需要计算蛋白质分子各个不同的质子态下的溶剂化能，近年来涌现了大量的作

者对它的关注，其预测结果的精度依赖于 ＰＢ 模型计算精度［２２３ － ２２４］ ． 由于广义玻恩模型计算的高效性，目前

它结合分子动力学模拟方法广泛地应用于计算 ｐＫａ 值［２２５ － ２２６］ ．
蛋白质分子和配体中的可滴定基团在它们复合物的形成中可以发生改变，导致结合自由能也发生改变．

由于实验的复杂性，系统地研究它们复合物形成时其质子化效应相当罕见． 事实上，质子化状态的改变可以

通过实验探测到，如多维核磁共振光谱（ＮＭＲ） ［２２７］，等温滴定量热法（ＩＴＣ） ［２２８］ ． 多维核磁共振光谱实验可以

提供可滴定基团在质子态下的详细微观信息，而等温滴定量热法只测量整体的质子交互现象． 然而，我们可

以通过复合物形成中官能团等 ｐＫａ 值的改变比较详细地得到其微观性质． Ｃｚｏｄｒｏｗｓｋｉ 等人运用 ＰＢ 模型研究

了一系列酶抑制剂与丝氨酸蛋白酶、胰蛋白酶和凝血酶的结合反应过程［２２９］ ．
细胞膜的离子输运　 细胞中离子跨膜输运是细胞生理学的一个关键过程． 离子通道是一种成孔蛋白，能

催化脂双层中疏水环境下的离子运动，创建一个亲水性的环境，因此离子很容易在它里面扩散［２３０］ ． 通道大

部分时间处于关闭状态以减少跨膜离子梯度的耗散作用，在需要的时候成打开状态． 它的打开与关闭，主要

通过两种方式来调节：与配体的结合或跨膜电位的变化． 研究离子通道传统的方法主要为一些实验手段，比
如电压固定技术，膜片钳技术，穿孔钳技术等． Ｇｒａｂｅ 等人对钾离子通道的低分辨率结构运用 ＰＢ 模型求得通

道的溶剂化能垒和膜电压对 Ｓ４ 螺旋物运动的影响［２３１］ ． 最近，Ｔｕ 和 Ｌｕ 等人也搭建了用隐式溶剂方法研究三

维离子通道内离子输运的完整有限元模拟软件平台［６７，１００］，该方法采用了静电与扩散耦合的 ＰＮＰ 模型．
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［５１］　 Ｚｈｏｕ Ｙ Ｃ， Ｇ Ｗ， Ｗｅｉ Ｇ Ｗ． Ｏｎ ｔｈｅ ｆｉｃｔｉｔｉｏｕｓ⁃ｄｏｍａｉｎ ａｎｄ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｔｃｈｅｄ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ａｎｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ

（ＭＩＢ） ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２００６， ２１９（１）：２２８ － ２４６
［５２］　 Ｙｕ Ｓ Ｎ， Ｗｅｉ Ｇ Ｗ． Ｔｈｒｅｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｍａｔｃｈｅｄ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ａｎｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ （ＭＩＢ） ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｉｅｓ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ

ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２００７， ２２７（１）：６０２ － ６３２
［５３］　 Ｙｕ Ｓ Ｎ， Ｇｅｎｇ Ｗ Ｈ， Ｗｅｉ Ｇ Ｗ． Ｔｒｅａｔｍｅｎｔ ｏｆ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｉｅｓ ｉｎ ｉｍｐｌｉｃｉｔ ｓｏｌｖｅｎｔ ｍｏｄｅｌｓ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ

Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２００７， １２６（２４）：２４４１０８ － ２４４１２０
［５４］　 Ｇｅｎｇ Ｗ Ｈ， Ｙｕ Ｓ， Ｗｅｉ Ｇ Ｗ． Ｔｒｅａｔｍｅｎｔ ｏｆ ｃｈａｒｇｅ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｉｅｓ ｉｎ ｉｍｐｌｉｃｉｔ ｓｏｌｖｅｎｔ ｍｏｄｅｌｓ［ Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｈｅｍｉｃａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ，

２００７， １２７（１１）：１１４１０６ － １１４１２５
［５５］ 　 Ｚｈｏｕ Ｙ Ｃ． Ｍａｔｃｈｅｄ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ａｎｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ （ＭＩＢ） ｍｅｔｈｏｄａｎｄ ｉｔｓ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ ｔｏ ｉｍｐｌｉｃｉｔ ｓｏｌｖｅｎｔ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｏｆ ｂｉｏｍｏｌｅｃｕｌｅｓ

［Ｄ］． Ａｍｅｒｉｃａ：Ｍｉｃｈｉｇａｎ Ｓｔａｔｅ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， ２００６
［５６］ 　 Ｗａｎｇ Ｃ， Ｗａｎｇ Ｊ， Ｃａｉ Ｑ， Ｌｉ Ｚ， Ｚｈａｏ Ｈ Ｋ， Ｌｕｏ Ｒ． Ｅｘｐｌｏｒｉｎｇ ａｃｃｕｒａｔｅ Ｐｏｉｓｓｏｎ⁃Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｂｉｏｍｏｌｅｃｕｌａｒ
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ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ［Ｊ］． Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ａｎｄ Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ Ｃｈｅｍｉｓｔｒｙ， ２０１３， １０２４：３４ － ４４
［５７］　 Ｑｉａｏ Ｚ， Ｌｉ Ｚ Ｌ， Ｔａｎｇ Ｔ． Ａ ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｓｃｈｅｍｅ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｐｏｉｓｓｏｎ⁃Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｃｈａｒｇｅｄ

ｓｐｈｅｒｅｓ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ２００６， ２４（３）：２５２ － ２６４
［５８］　 Ｓａｙｙｅｄ⁃ａｈｍａｄ Ａ， Ｔｕｎｃａｙ Ｋ， Ｏｒｔｏｌｅｖａ Ｐ Ｊ． Ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ Ｐｏｉｓｓｏｎ⁃Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ

ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｃｈｅｍｉｓｔｒｙ， ２００４， ２５（８）：１０６８ － １０７４
［５９］　 Ｈｏｌｓｔ Ｍ Ｊ． Ｍｕｌｔｉｌｅｖｅｌ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｐｏｉｓｓｏｎ⁃Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｄ］． Ｕｒｂａｎａ⁃Ｃｈａｍｐａｉｇｎ：Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｌｌｉｎｏｉｓ， １９９３
［６０］　 Ｙｏｕ Ｔ Ｊ， Ｈａｒｖｅｙ Ｓ Ｃ． Ｆｉｎｉｔｅ⁃ｅｌｅｍｅｎｔ ａｐｐｒｏａｃｈ ｔｏ ｔｈｅ ｅｌｅｃｔｒｏｓｔａｔｉｃｓ ｏｆ ｍａｃｒｏｍｏｌｅｃｕｌｅｓ ｗｉｔｈ ａｒｂｉｔｒａｒｙ ｇｅｏｍｅｔｒｉｅｓ［Ｊ］． Ｊ Ｃｏｍｐｕｔ

Ｃｈｅｍ， １９９３， １４：４８４⁃５０１
［６１］　 Ｂｏｗｅｎ Ｗ Ｒ， Ｓｈａｒｉｆ Ａ Ｏ． Ａｄａｐｔｉｖｅ ｆｉｎｉｔｅ⁃ｅｌｅｍｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｐｏｉｓｓｏｎ⁃Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ： Ａ ｃｈａｒｇｅｄ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ

ｐａｒｔｉｃｌｅ ａｔ ｖａｒｉｏｕｓ ｄｉｓｔａｎｃｅｓ ｆｒｏｍ ａ ｃｈａｒｇｅｄ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｐｏｒｅ ｉｎ ａ ｃｈａｒｇｅｄ ｐｌａｎａｒ ｓｕｒｆａｃｅ［ Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｌｌｏｉｄ ａｎｄ Ｉｎｔｅｒｆａｃｅ
Ｓｃｉｅｎｃｅ， １９９７， １８７（２）：３６３ － ３７４

［６２］　 Ｃｏｒｔｉｓ Ｃ Ｍ， Ｆｒｉｅｓｎｅｒ Ｒ Ａ． Ａｎ ａｕｔｏｍａｔｉｃ ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｓｈ ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｐｏｉｓｓｏｎ⁃Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ
ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］． Ｊ Ｃｏｍｐｕｔ Ｃｈｅｍ， １９９７， １８：１５７０ － １５９０

［６３］　 Ｃｏｒｔｉｓ Ｃ Ｍ， Ｆｒｉｅｓｎｅｒ Ｒ Ａ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｐｏｉｓｓｏｎ⁃Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｕｓｉｎｇ ｔｅｔｒａｈｅｄｒａｌ ｆｉｎｉｔｅ⁃ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｓｈｅｓ
［Ｊ］． Ｊ Ｃｏｍｐｕｔ Ｃｈｅｍ， １９９７， １８：１５９１ － １６０８

［６４］　 Ｂａｋｅｒ Ｎ Ａ， Ｓｅｐｔ Ｄ， Ｊｏｓｅｐｈ Ｓ， Ｈｏｌｓｔ Ｍ Ｊ， ＭｃＣａｍｍｏｎ Ｊ Ａ． Ｅｌｅｃｔｒｏｓｔａｔｉｃｓ ｏｆ ｎａｎｏｓｙｓｔｅｍｓ： Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｔｏ ｍｉｃｒｏｔｕｂｕｌｅｓ ａｎｄ ｔｈｅ
ｒｉｂｏｓｏｍｅ［Ｊ］， Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ａｃａｄｅｍｙ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２００１， ９８：１００３７ － １００４１

［６５］　 Ｈｏｌｓｔ Ｍ Ｊ， Ｂａｋｅｒ Ｎ Ａ， Ｗａｎｇ Ｆ． Ａｄａｐｔｉｖｅ ｍｕｌｔｉｌｅｖｅｌ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｐｏｉｓｓｏｎ⁃Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ Ｉ： Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ
ａｎｄ ｅｘａｍｐｌｅｓ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｃｈｅｍｉｓｔｒｙ， ２０００， ２１（１５）：１３１９ － １３４２

［６６］　 Ｂａｋｅｒ Ｎ Ａ， Ｈｏｌｓｔ Ｍ Ｊ， Ｗａｎｇ Ｆ． Ａｄａｐｔｉｖｅ ｍｕｌｔｉｌｅｖｅｌ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｐｏｉｓｓｏｎ⁃Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ＩＩ： Ｒｅｆｉｎｅｍｅｎｔ
ｓｃｈｅｍｅｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｓｏｌｖｅｎｔ ａｃｃｅｓｓｉｂｌｅ ｓｕｒｆａｃｅｓ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｃｈｅｍｉｓｔｒｙ， ２０００， ２１（１５）：１３４３ － １３５２

［６７］　 Ｔｕ Ｂ， Ｃｈｅｎ Ｍ Ｘ， Ｘｉｅ Ｙ， Ｚｈａｎｇ Ｌ Ｂ， Ｅｉｓｅｎｂｅｒｇ Ｂ， Ｌｕ Ｂ Ｚ． Ａ ｐａｒａｌｌｅｌ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｓｉｍｕｌａｔｏｒ ｆｏｒ ｉｏｎ ｔｒａｎｓｐｏｒｔ ｔｈｒｏｕｇｈ ｔｈｒｅｅ⁃
ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｉｏｎ ｃｈａｎｎｅｌ ｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］． Ｊ Ｃｏｍｐ Ｃｈｅｍ， ２０１３， ３４：２０６５ － ２０７８

［６８］ 　 Ｘｉｅ Ｙ， Ｔｕ Ｂ， Ｌｕ Ｂ Ｚ， Ｚｈａｎｇ Ｌ Ｂ． Ｐａｒａｌｌｅｌ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ａｎｄ ａｄａｐｔｉｖｅ ｍｅｓｈ ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ
Ｐｏｉｓｓｏｎ⁃Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｆｔｗａｒｅ， ２０１３， ２４：１１０ － １１７

［６９］　 Ｃｈｅｎ Ｌ， Ｈｏｌｓｔ Ｍ Ｊ， Ｘｕ Ｊ Ｃ． Ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｐｏｉｓｓｏｎ⁃Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］． ＳＩＡＭ Ｊｏｕｒｎａｌ
ｏｎ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ， ２００７， ４５（６）：２２９８ － ２３２０

［７０］ 　 Ｌｕ Ｂ Ｚ， Ｈｏｌｓｔ Ｍ Ｊ， ＭｃＣａｍｍｏｎ Ｊ Ａ， Ｚｈｏｕ Ｙ Ｃ． Ｐｏｉｓｓｏｎ⁃Ｎｅｒｎｓｔ⁃Ｐｌａｎｃｋ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｓｉｍｕｌａｔｉｎｇ ｂｉｏｍｏｌｅｃｕｌａｒ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ⁃
ｒｅａｃｔｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓｅｓ Ｉ： Ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０１０， ２２９：６９７９ － ６９９４

［７１］　 Ｈｏｌｓｔ Ｍ Ｊ， Ｓａｉｅｄ Ｆ． Ｍｕｌｔｉｇｒｉｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｐｏｉｓｓｏｎ⁃Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｃｈｅｍｉｓｔｒｙ， １９９３， １４
（１）：１０５ － １１３

［７２］　 Ｘｉｅ Ｄ Ｘ， Ｚｈｏｕ Ｓ． Ａ ｎｅｗ ｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｐｒｏｔｏｃｏｌ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｐｏｉｓｓｏｎ⁃Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｍｏｒｔａｒ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］． ＢＩＴ
Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ２００７， ４７（４）：８５３ － ８７１

［７３］　 Ｘｉｅ Ｄ Ｘ． Ｎｅｗ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ａｎｄ ｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｓｃｈｅｍｅｓ ｆｏｒ Ｐｏｉｓｓｏｎ⁃Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｉｎ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｂｉｏｍｏｌｅｃｕｌａｒ
ｅｌｅｃｔｒｏｓｔａｔｉｃｓ［Ｊ］． Ｊ Ｃｏｍｐ Ｐｈｙｓ， ２０１４， ２７５：２９４ － ３０９

［７４］　 Ｓｈｅｓｔａｋｏｖ Ａ Ｉ， Ｍｉｌｏｖｉｃｈ Ｊ Ｌ， Ｎｏｙ Ａ． Ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｐｏｉｓｓｏｎ⁃Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｕｓｉｎｇ ｐｓｅｕｄｏ⁃ｔｒａｎｓｉｅｎｔ ｃｏｎｔｉｎｕａｔｉｏｎ
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［１００］　 Ｔｕ Ｂ， Ｂａｉ Ｓ Ｙ， Ｃｈｅｎ Ｍ Ｘ， Ｘｉｅ Ｙ， Ｚｈａｎｇ Ｌ Ｂ， Ｌｕ Ｂ Ｚ． Ａ ｓｏｆｔｗａｒｅ ｐｌａｔｆｏｒｍ ｆｏｒ ｃｏｎｔｉｎｕｕｍ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｏｆ ｉｏｎ ｃｈａｎｎｅｌｓ ｂａｓｅｄ

ｏｎ ｕｎｓｔｒｕｃｔｒｕｒｅｄ ｍｅｓｈ［Ｊ］． Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ ＆ Ｄｉｓｃｏｖｅｒｙ， ２０１４， ７：０１４００２
［１０１］　 Ｃｈｅｎ Ｍ Ｘ， Ｔｕ Ｂ， Ｌｕ Ｂ Ｚ． Ｍａｎｉｆｏｌｄ ｍｅｓｈｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ ｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇ ｍｏｌｅｃｕｌａｒ ｓｕｒｆａｃｅ ｔｏｐｏｌｏｇｙ［Ｊ］． Ｊ Ｍｏｌ Ｇｒａｐｈ Ｍｏｄｅｌ， ２０１２，

３８：４１１ － ４１８
［１０２］　 Ｆａｎｇ Ｑ Ｑ， Ｂｏａｓ Ｄ． Ｔｅｔｒａｈｅｄｒａｌ ｍｅｓｈ ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ ｆｒｏｍ ｖｏｌｕｍｅｔｒｉｃ ｂｉｎａｒｙ ａｎｄ ｇｒａｙ⁃ｓｃａｌｅ ｉｍａｇｅｓ［Ｃ］∥ＩＥＥＥ Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ

Ｓｙｍｐｏｓｉｕｍ ｏｎ Ｂｉｏｍｅｄｉｃａｌ Ｉｍａｇｉｎｇ， ２００９： １１４２ － １１４５
［１０３］　 Ｚａｈａｒｅｓｃｕ Ａ， Ｂｏｙｅｒ Ｅ， Ｈｏｒａｕｄ Ｒ Ｐ． Ｔｒａｎｓｆｏｒｍｅｓｈ： Ａ ｔｏｐｏｌｏｇｙ⁃ａｄａｐｔｉｖｅ ｍｅｓｈ⁃ｂａｓｅｄ ａｐｐｒｏａｃｈ ｔｏ ｓｕｒｆａｃｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ［Ｃ］∥Ｔｈｅ

Ｅｉｇｈｔｈ Ａｓｉａｎ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ ｏｎ Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｖｉｓｉｏｎ， ２００７： １６６ － １７５
［１０４］　 Ｓｉ Ｈ． Ｔｅｔｇｅｎ： Ａ ｑｕａｌｉｔｙ ｔｅｔｒａｈｅｄｒａｌ ｍｅｓｈ ｇｅｎｅｒａｔｏｒ ａｎｄ ａ ３Ｄ ｄｅｌａｕｎａｙ ｔｒｉａｎｇｕｌａｔｏｒ［ＥＢ ／ ＯＬ］． ｈｔｔｐ：∥ｔｅｔｇｅｎ． ｂｅｒｌｉｏｓ． ｄｅ
［１０５］　 Ｌｕ Ｂ Ｚ， ＭｃＣａｍｍｏｎ Ｊ Ａ． Ｉｍｐｒｏｖｅｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ Ｐｏｉｓｓｏｎ⁃Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｅｌｅｃｔｒｏｓｔａｔｉｃ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ａｎｄ ｆｏｒｃｅ

ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｈｅｍｉｃａｌ Ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ， ２００７， ３（３）：１１３４ － １１４２
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［１０６］　 Ｊｕｆｆｅｒ Ａ Ｈ， Ｂｏｔｔａ Ｆ Ｆ， Ｖａｎｋｅｕｌｅｎ Ａ Ｍ， Ｖａｎｄｅｒｐｌｏｅｇ Ａ， Ｂｅｒｅｎｄｓｅｎ Ｊ Ｃ． Ｔｈｅ ｅｌｅｃｔｒｉｃ⁃ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｏｆ ａ ｍａｃｒｏｍｏｌｅｃｕｌｅ ｉｎ ａ
ｓｏｌｖｅｎｔ⁃ａ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ａｐｐｒｏａｃｈ［Ｊ］． Ｊ Ｃｏｍｐｕｔ Ｐｈｙｓ， １９９１， ９７（１）：１４４ － １７１

［１０７］　 Ｂｏｓｃｈｉｔｓｃｈ Ａ Ｈ， Ｆｅｎｌｅｙ Ｍ Ｏ． Ｈｙｂｒｉｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌｅｍｅｎｔ ａｎｄ ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｐｏｉｓｓｏｎ⁃
Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｃｈｅｍｉｓｔｒｙ， ２００４， ２５（７）：９３５ － ９５５

［１０８］　 Ｚａｕｈａｒ Ｒ Ｊ， Ｍｏｒｇａｎ Ｒ Ｓ． Ａ ｎｅｗ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ ｔｈｅ ｍａｃｒｏｍｏｌｅｃｕｌａｒ ｅｌｅｃｔｒｉｃ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ［ Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｏｌｅｃｕｌａｒ
Ｂｉｏｌｏｇｙ， １９８５， １８６（４）：８１５ － ８２０

［１０９］　 Ｌｕ Ｂ Ｚ， Ｃｈｅｎｇ Ｘ Ｌ， Ｈｕａｎｇ Ｊ Ｆ， ＭｃＣａｍｍｏｎ Ｊ Ａ． Ｏｒｄｅｒ Ｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｏｆ ｅｌｅｃｔｒｏｓｔａｔｉｃ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎｓ ｉｎ
ｂｉｏｍｏｌｅｃｕｌａｒ ｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］． Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ａｃａｄｅｍｙ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２００６， １０３（５１）：１９３１４ － １９３１９

［１１０］　 Ｇｒｅｅｎｇａｒｄ Ｌ Ｆ， Ｈｕａｎｇ Ｊ Ｆ． Ａ ｎｅｗ ｖｅｒｓｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｆａｓｔ ｍｕｌｔｉｐｏｌｅ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｓｃｒｅｅｎｅｄ ｃｏｕｌｏｍｂ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎｓ ｉｎ ｔｈｒｅｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ
［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２００２， １８０（２）：６４２ － ６５８

［１１１］　 Ｂｒｕｎｏ Ｏ Ｐ， Ｋｕｎｙａｎｓｋｙ Ｌ Ａ． Ａ Ｆａｓｔ， ｈｉｇｈ⁃ｏｒｄｅｒ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｓｕｒｆａｃｅ ｓｃａｔｔｅｒｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍｓ： Ｂａｓｉｃ
ｉｍｐｌｅｍｅｎｔａｔｉｏｎ， ｔｅｓｔｓ， ａｎｄ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２００１， １６９（１）：８０ － １１０

［１１２］　 Ｋｕｏ Ｓ Ｓ， Ａｌｔｍａｎ Ｍ Ｄ， Ｂａｒｄｈａｎ Ｊ Ｐ， Ｔｉｄｏｒ Ｂ， Ｗｈｉｔｅ Ｊ Ｋ． Ｆａｓｔ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｂｉｏｍｏｌｅｃｕｌｅ ｅｌｅｃｔｒｏｓｔａｔｉｃｓ［Ｃ］∥
ＩＣＣＡＤ’０２． ＩＥＥＥ ／ ＡＣＭ Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ ｏｎ Ｃｏｍｐｕｔｅｒ⁃ａｉｄｅｄ Ｄｅｓｉｇｎ， ２０１２： ４６６ － ４７３

［１１３］　 Ｈａｃｋｂｕｓｃｈ Ｗ， Ｎｏｗａｋ Ｚ Ｐ． Ｏｎ ｔｈｅ ｆａｓｔ ｍａｔｒｉｘ ｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｉｎ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｂｙ ｐａｎｅｌ ｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇ ［ Ｊ］．
Ｎｕｍｅｒｉｓｃｈｅ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｋ， １９８９， ５４（４）：４６３ － ４９１

［１１４］　 Ｔａｕｓｃｈ Ｊ， Ｗｈｉｔｅ Ｊ． Ｍｕｌｔｉｓｃａｌｅ ｂａｓｅｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｐａｒｓｅ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ ｏｆ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ ｏｎ ｃｏｍｐｌｅｘ ｇｅｏｍｅｔｒｙ［ Ｊ］．
ＳＩＡＭ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ Ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ， ２００３， ２４（５）：１６１０ － １６２９

［１１５］　 Ｂｈａｒａｄｗａｊ Ｒ， Ｗｉｎｄｅｍｕｔｈ Ａ， Ｓｒｉｄｈａｒａｎ Ｓ， Ｈｏｎｉｇ Ｂ， Ｎｉｃｈｏｌｌｓ Ａ． Ｔｈｅ ｆａｓｔ ｍｕｌｔｉｐｏｌｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｍｏｌｅｃｕｌａｒ
ｅｌｅｃｔｒｏｓｔａｔｉｃｓ ａｎｏｐｔｉｍａｌ ａｐｐｒｏａｃｈ ｆｏｒ ｌａｒｇｅ ｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］． Ｊ Ｃｏｍｐｕｔ Ｃｈｅｍ， １９９５， １６（７）：８９８ － ９１３

［１１６］　 Ｚａｕｈａｒ Ｒ Ｊ， Ｖａｒｎｅｋ Ａ． Ａ ｆａｓｔ ａｎｄ ｓｐａｃｅ⁃ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ ｅｌｅｃｔｒｏｓｔａｔｉｃ ａｎｄ ｈｙｄｒａｔｉｏｎ ｅｆｆｅｃｔｓ
ｉｎ ｌａｒｇｅ ｍｏｌｅｃｕｌｅｓ［Ｊ］． Ｊ Ｃｏｍｐｕｔ Ｃｈｅｍ， １９９６， １７（７）：８６４ － ８７７

［１１７］　 Ｂｏｒｄｎｅｒ Ａ Ｊ， Ｈｕｂｅｒ Ｇ Ａ． Ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌｅｍｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｅａｒ Ｐｏｉｓｓｏｎ⁃Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ａｎｄ ａ ｍｕｌｔｉｐｏｌｅ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｈｅ
ｒａｐｉｄ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｏｆｆｏｒｃｅｓ ｏｎ ｍａｃｒｏｍｏｌｅｃｕｌｅｓ ｉｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎ［Ｊ］． Ｊ Ｃｏｍｐｕｔ Ｃｈｅｍ， ２００３， ２４（３）：３５３ － ３６７

［１１８］　 Ｂｏｓｃｈｉｔｓｃｈ Ａ Ｈ， Ｆｅｎｌｅｙ Ｍ Ｏ， Ｚｈｏｕ Ｈ Ｘ． Ｆａｓｔ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｌｉｎｅａｒ Ｐｏｉｓｓｏｎ⁃Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ［ Ｊ］． Ｊ
Ｐｈｙｓ Ｃｈｅｍ Ｂ， ２００２， １０６（１０）：２７４１ － ２７５４

［１１９］　 Ｌｕ Ｂ Ｚ， Ｃｈｅｎｇ Ｘ Ｌ， ＭｃＣａｍｍｏｎ Ｊ Ａ． “ Ｎｅｗ⁃Ｖｅｒｓｉｏｎ⁃Ｆａｓｔ⁃Ｍｕｌｔｉｐｏｌｅ Ｍｅｔｈｏｄ” ａｃｃｅｌｅｒａｔｅｄ ｅｌｅｃｔｒｏｓｔａｔｉｃ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓ ｉｎ
ｂｉｏｍｏｌｅｃｕｌａｒ ｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］． Ｊ Ｃｏｍｐｕｔ Ｐｈｙｓ， ２００７， ２２６（２）：１３４８ － １３６６

［１２０］　 Ａｌｔｍａｎ Ｍ Ｄ， Ｂａｒｄｈａｎ Ｊ Ｐ， Ｔｉｄｏｒ Ｂ， Ｗｈｉｔｅ Ｊ Ｋ． ＦＦＴＳＶＤ： Ａ ｆａｓｔ ｍｕｌｔｉｓｃａｌｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｓｏｌｖｅｒ ｓｕｉｔａｂｌｅ ｆｏｒ Ｂｉｏ⁃
ＭＥＭＳ ａｎｄ ｂｉｏｍｏｌｅｃｕｌｅ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ［Ｊ］． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓ Ｃｏｍｐｕｔ⁃Ａｉｄｅｄ Ｄｅｓ Ｉｎｔｅｇｒ Ｃｉｒｃｕｉｔｓ Ｓｙｓｔ， ２００６， ２５（２）：２７４ － ２８４

［１２１］　 Ｙｉｎｇ Ｌ， Ｂｉｒｏｓ Ｇ， Ｚｏｒｉｎ Ｄ． Ａ ｋｅｒｎｅｌ⁃ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ａｄａｐｔｉｖｅ ｆａｓｔ ｍｕｌｔｉｐｏｌｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｉｎ ｔｗｏ ａｎｄ ｔｈｒｅｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ［Ｊ］． Ｊ Ｃｏｍｐｕｔ
Ｐｈｙｓ， ２００４， １９６（２）：５９１ － ６２６

［１２２］　 Ｏｎｇ Ｅ Ｔ， Ｌｉｍ Ｋ Ｍ， Ｌｅｅ Ｋ Ｈ， Ｌｅｅ Ｈ Ｐ． Ａ ｆａｓｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｆｉｅｌｄｓ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ： Ｆａｓｔ Ｆｏｕｒｉｅｒ
ｔｒａｎｓｆｏｒｍ ｏｎ ｍｕｌｔｉｐｏｌｅｓ［Ｊ］． Ｊ Ｃｏｍｐｕｔ Ｐｈｙｓ， ２００３， １９２（１）：２４４ － ２６１

［１２３］　 Ｏｎｇ Ｅ Ｔ， Ｌｅｅ Ｋ Ｈ， Ｌｉｍ Ｋ Ｍ． Ａ ｆａｓｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｅｌｅｃｔｒｏｓｔａｔｉｃｓ ａｎａｌｙｓｉｓ： Ｆａｓｔ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ ｏｎ
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ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｕｎｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄ ｔｅｔｒａｈｅｄｒａｌ ｍｅｓｈ ａｎｄ ｉｔｓ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ［ Ｊ］． Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｐｈｙｓｉｃｓ Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ， ２００６， １７５：７２１ －
７３７

［１４７］　 Ｚｈａｎｇ Ｌ Ｂ． Ａ ｐａｒａｌｌｅｌ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ ａｄａｐｔｉｖｅ ｌｏｃａｌ ｒｅｆｉｎｅｍｅｎｔ ｏｆ ｔｅｔｒａｈｅｄｒａｌ ｍｅｓｈｅｓ ｕｓｉｎｇ ｂｉｓｅｃｔｉｏｎ［Ｊ］． Ｎｕｍｅｒ Ｍａｔｈ Ｔｈｅｏｒｙ
Ｍｅｔｈｏｄｓ Ａｐｐｌ， ２００９， ２：６５ － ８９

［１４８］　 Ｙｏｋｏｔａ Ｒ， Ｎａｒｕｍｉ Ｔ， Ｓａｋａｍａｋｉ Ｒ， Ｋａｍｅｏｋａ Ｓ， Ｏｂｉ Ｓ， Ｙａｓｕｏｋａ Ｋ． Ｆａｓｔ ｍｕｌｔｉｐｏｌｅ ｍｅｔｈｏｄｓ ｏｎ ａ ｃｌｕｓｔｅｒ ｏｆ ＧＰＵｓ ｆｏｒ ｔｈｅ
ｍｅｓｈｌｅｓｓ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｕｒｂｕｌｅｎｃｅ［Ｊ］． Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｐｈｙｓｉｃｓ Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ， ２００９， １８０（１１）：２０６６ － ２０７８

［１４９］　 Ｇｅｎｇ Ｗ Ｈ． Ｐａｒａｌｌｅｌ ｈｉｇｈｅｒ⁃ｏｒｄｅｒ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｅｌｅｃｔｒｏｓｔａｔｉｃｓ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｏｎ ｍｏｌｅｃｕｌａｒ ｓｕｒｆａｃｅｓ ｗｉｔｈ ｃｕｒｖｅｄ ｔｒｉａｎｇｕｌａｔｉｏｎ
［Ｊ］． Ｊ Ｃｏｍｐｕｔ Ｐｈｙｓ， ２０１３， ２４１：２５３ － ２６５

［１５０］　 Ｇｅｎｇ Ｗ Ｈ， Ｊａｃｏｂ Ｆ． Ａ ＧＰＵ⁃ａｃｃｅｌｅｒａｔｅｄ ｄｉｒｅｃｔ⁃ｓｕｍ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｉｎｔｅｇｒａｌ Ｐｏｉｓｓｏｎ⁃Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｓｏｌｖｅｒ［ Ｊ］． Ｃｏｍｐ Ｐｈｙｓ Ｃｏｍｍ，
２１０３， １８４（６）：１４９０ － １４９６

［１５１］　 Ｇｅｎｇ Ｗ Ｈ， Ｋｒａｓｎｙ Ｒ． Ａ ｔｒｅｅｃｏｄｅ⁃ａｃｃｅｌｅｒａｔｅｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｉｎｔｅｇｒａｌ Ｐｏｉｓｓｏｎ⁃Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｓｏｌｖｅｒ ｆｏｒ ｓｏｌｖａｔｅｄ ｂｉｏｍｏｌｅｃｕｌｅｓ［ Ｊ］． Ｊ
Ｃｏｍｐ Ｐｈｙｓ， ２０１３， ２４７：６２ － ７８

［１５２］　 Ｃｈｒｉｓｔｏｐｈｅｒ Ｄ Ｃ， Ｂａｒｄｈａｎ Ｊ Ｐ， Ｂａｒｂａ Ｌ Ａ． Ａ ｂｉｏｍｏｌｅｃｕｌａｒ ｅｌｅｃｔｒｏｓｔａｔｉｃｓ ｓｏｌｖｅｒ ｕｓｉｎｇ Ｐｙｔｈｏｎ， ＧＰＵｓ ａｎｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌｅｍｅｎｔｓ
ｔｈａｔ ｃａｎ ｈａｎｄｌｅ ｓｏｌｖｅｎｔ⁃ｆｉｌｌｅｄ ｃａｖｉｔｉｅｓ ａｎｄ Ｓｔｅｒｎ ｌａｙｅｒｓ［Ｊ］． Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｐｈｙｓｉｃｓ Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０１４， １８５（３）：７２０ － ７２９

［１５３］　 Ｄｅｌａｎｏ Ｗ Ｌ． Ｔｈｅ ＰｙＭＯＬ ｍｏｌｅｃｕｌａｒ ｇｒａｐｈｉｃｓ ｓｙｓｔｅｍ［ＥＢ ／ ＯＬ］． ｈｔｔｐ：∥ｗｗｗ． ｐｙｍｏｌ． ｏｒｇ ／ 
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［１５４］　 Ｈｕｍｐｈｒｅｙ Ｗ， Ｄａｌｋｅ Ａ， Ｓｃｈｕｌｔｅｎ Ｋ． ＶＭＤ： Ｖｉｓｕａｌ ｍｏｌｅｃｕｌａｒ ｄｙｎａｍｉｃｓ［Ｊ］． Ｊ Ｍｏｌ Ｇｒａｐｈｉｃｓ， １９９６， １４（１）：３３ － ３８
［１５５］ 　 Ｐｅｔｔｅｒｓｅｎ Ｅ Ｆ， Ｇｏｄｄａｒｄ Ｔ Ｄ， Ｈｕａｎｇ Ｃ Ｃ， Ｃｏｕｃｈ Ｇ Ｓ， Ｇｒｅｅｎｂｌａｔｔ Ｄ Ｍ， Ｍｅｎｇ Ｅ Ｃ， Ｆｅｒｒｉｎ Ｔ Ｅ． ＵＣＳＦ Ｃｈｉｍｅｒａ⁃Ａ

ｖｉｓｕａｌｉｚａｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ ｆｏｒ ｅｘｐｌｏｒａｔｏｒｙ ｒｅｓｅａｒｃｈ ａｎｄ ａｎａｌｙｓｉｓ［Ｊ］． Ｊ Ｃｏｍｐｕｔ Ｃｈｅｍ， ２００４， ２５（１３）：１６０５ － １６１２
［１５６］　 Ｎｉｃｈｏｌｌｓ Ａ， Ｂｈａｒａｄｗａｊ Ｒ， Ｈｏｎｉｇ Ｂ． Ｇｒａｓｐ： Ｇｒａｐｈｉｃａｌ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ ａｎｄ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｓｕｒｆａｃｅ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ［ Ｊ］． Ｊ Ｂｉｏｐｈｙｓ，

１９９５， ６４：１６６ － １６７
［１５７］　 Ｂａｉ Ｓ Ｙ， Ｌｕ Ｂ Ｚ． ＶＣＭＭ： Ａ ｖｉｓｕａｌ ｔｏｏｌ ｆｏｒ ｃｏｎｔｉｎｕｕｍ ｍｏｌｅｃｕｌａｒ ｍｏｄｅｌｉｎｇ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｏｌｅｃｕｌａｒ Ｇｒａｐｈｉｃｓ ａｎｄ Ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ，

２０１４， ５０：４４ － ４９
［１５８］　 Ｄｏｍｉｎｙ Ｂ Ｎ， Ｂｒｏｏｋｓ Ｃ Ｌ． Ｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔ ｏｆ ａ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｂｏｒｎ ｍｏｄｅｌ ｐａｒａｍｅｔｒｉｚａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｐｒｏｔｅｉｎｓ ａｎｄ ｎｕｃｌｅｉｃ ａｃｉｄｓ［Ｊ］． Ｊ Ｐｈｙｓ

Ｃｈｅｍ Ｂ， １９９９， １０３：３７６５ － ３７７３
［１５９］　 Ｎｙｍｅｙｅｒ Ｈ， Ｇａｒｃｉａ Ａ Ｅ． Ｆｒｅｅ ｉｎ ＰＭＣ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｆｏｌｄｉｎｇ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｏｆ α ⁃ｈｅｌｉｃａｌ ｐｅｐｔｉｄｅｓ： Ａ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ

ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｂｏｒｎ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｅｘｐｌｉｃｉｔ ｓｏｌｖｅｎｔ［Ｊ］． Ｐｒｏｃ Ｎａｔｌ Ａｃａｄ Ｓｃｉ ＵＳＡ， ２００３， １００：１３９３４ － １３９４９
［１６０］　 Ｋｉｒｋｗｏｏｄ Ｊ Ｇ． Ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｍｏｌｅｃｕｌｅｓ ｃｏｎｔａｉｎｉｎｇ ｗｉｄｅｌｙ ｓｅｐａｒａｔｅｄ ｃｈａｒｇｅｓ ｗｉｔｈ ｓｐｅｃｉａｌ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｔｏ ｚｗｉｔｔｅｒｉｏｎｓ［Ｊ］．

Ｊ Ｃｈｅｍ Ｐｈｙｓ， １９３４， ２：３５１ － ３６１
［１６１］　 Ｓｉｇａｌｏｖ Ｇ， Ｓｃｈｅｆｆｅｌ Ｐ， Ｏｎｕｆｒｉｅｖ Ａ． Ｉｎｃｏｒｐｏｒａｔｉｎｇ ｖａｒｉａｂｌｅ ｄｉｅｌｅｃｔｒｉｃ ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔｓ ｉｎｔｏ ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｂｏｒｎ ｍｏｄｅｌ［ Ｊ］． Ｊ

Ｃｈｅｍ Ｐｈｙｓ， ２００５， １２２（９）：０９４５１１ － ０９４５１１
［１６２］　 Ｓｔｉｌｌ Ｗ Ｃ， Ｔｅｍｐｃｚｙｋ Ａ， Ｈａｗｌｅｙ Ｒ Ｃ， Ｈｅｎｄｒｉｃｋｓｏｎ Ｔ． Ｓｅｍｉａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｔｒｅａｔｍｅｎｔ ｏｆ ｓｏｌｖａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｍｏｌｅｃｕｌａｒ ｍｅｃｈｎｉｃｓ ａｎｄ

ｄｙｎａｍｉｃｓ［Ｊ］． Ｊ Ａｍ Ｃｈｅｍ Ｓｏｃ， １９９０， １１２：６１２７ － ６１２９
［１６３］　 Ｏｎｕｆｒｉｅｖ Ａ． Ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｂｏｒｎ ｍｏｄｅｌ： Ｉｔｓ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ， ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ， ａｎｄ ｌｉｍｉｔａｔｉｏｎｓ［ＥＢ ／ ＯＬ］． ｈｔｔｐ：∥ｐｅｏｐｌｅ． ｃｓ． ｖｔ． ｅｄｕ ／

õｎｕｆｒｉｅｖ ／ ＰＵＢＬＩＣＡＴＩＯＮＳ ／ ｇｂｒｅｖｉｅｗ． ｐｄｆ
［１６４］　 Ｃｏｎｓｔａｎｃｉｅｌ Ｒ， Ｃｏｎｔｒｅｒａｓ Ｒ． Ｓｅｌｆ ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ ｆｉｅｌｄ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ ｓｏｌｖｅｎｔ ｅｆｆｅｃｔｓ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ ｂｙ ｃｏｎｔｉｎｕｕｍ ｍｏｄｅｌｓ： Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ｏｆ

ｄｅｓｏｌｖａｔｉｏｎ ｃｏｎｔｒｉｂｕｔｉｏｎ［Ｊ］． Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａ Ｃｈｉｍｉｃａ Ａｃｔａ， １９８４， ６５（１）：１ － １１
［１６５］　 Ｏｎｕｆｒｉｅｖ Ａ， Ｃａｓｅ Ｄ Ａ， Ｂａｓｈｆｏｒｄ Ｄ． Ｅｆｆｅｃｔｉｖｅ Ｂｏｒｎ ｒａｄｉｉ ｉｎ ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｂｏｒｎ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ： Ｔｈｅ ｉｍｐｏｒｔａｎｃｅ ｏｆ ｂｅｉｎｇ

ｐｅｒｆｅｃｔ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｃｈｅｍｉｓｔｒｙ， ２００２， ２３（１４）：１２９７ － １３０４
［１６６］　 Ｏｎｕｆｒｉｅｖ Ａ， Ｂａｓｈｆｏｒｄ Ｄ， Ｃａｓｅ Ｄ Ａ． Ｅｘｐｌｏｒｉｎｇ ｐｒｏｔｅｉｎ ｎａｔｉｖｅ ｓｔａｔｅｓ ａｎｄ ｌａｒｇｅ⁃ｓｃａｌｅ ｃｏｎｆｏｒｍａｔｉｏｎａｌ ｃｈａｎｇｅｓ ｗｉｔｈ ａ ｍｏｄｉｆｉｅｄ

ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｂｏｒｎ ｍｏｄｅｌ［Ｊ］． Ｐｒｏｔｅｉｎｓ， ２００４， ５５（２）：３８３ － ３９４
［１６７］　 Ｒｏｍａｎｏｖ Ａ Ｎ， Ｊａｂｉｎ Ｓ Ｎ， Ｍａｒｔｙｎｏｖ Ｙ Ｂ， Ｓｕｌｉｍｏｖ Ａ Ｖ， Ｇｒｉｇｏｒｉｅｖ Ｆ Ｖ， Ｓｕｌｉｍｏｖ Ｖ Ｂ． Ｓｕｒｆａｃｅ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｂｏｒｎ ｍｅｔｈｏｄ： Ａ

ｓｉｍｐｌｅ， ｆａｓｔ， ａｎｄ ｐｒｅｃｉｓｅ ｉｍｐｌｉｃｉｔ ｓｏｌｖｅｎｔ ｍｏｄｅｌ ｂｅｙｏｎｄ ｔｈｅ Ｃｏｕｌｏｍｂ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ［ Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｐｈｙｓｉｃａｌ Ｃｈｅｍｉｓｔｒｙ Ａ，
２００４， １０８（４３）：９３２３ － ９３２７

［１６８］　 Ｂａｓｈｆｏｒｄ Ｄ， Ｃａｓｅ Ａ Ｄ． Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｂｏｒｎ ｍｏｄｅｌｓ ｏｆ ｍａｃｒｏｍｏｌｅｃｕｌａｒ ｓｏｌｖａｔｉｏｎ ｅｆｆｅｃｔｓ［Ｊ］． Ａｎｎｕ Ｒｅｖ Ｐｈｙｓ Ｃｈｅｍ， ２０００， ５１：
１２９ － １５２

［１６９］　 Ｌｅｅ Ｍ Ｓ， Ｓａｌｓｂｕｒｙ Ｆ Ｒ， Ｂｒｏｏｋｓ Ｃ Ｌ． Ｎｏｖｅｌ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｂｏｒｎ ｍｅｔｈｏｄｓ［Ｊ］． Ｊ Ｃｈｅｍ Ｐｈｙｓ， ２００２， １１６：１０６０６ － １０６１４
［１７０］　 Ｇｒｙｃｕｋ Ｔ． Ｄｅｆｉｃｉｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ Ｃｏｕｌｏｍｂ⁃ｆｉｅｌｄ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｉｎ ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｂｏｒｎ ｍｏｄｅｌ： Ａｎ ｉｍｐｒｏｖｅｄ ｆｏｒｍｕｌａ ｆｏｒ Ｂｏｒｎ ｒａｄｉｉ

ｅｖａｌｕａｔｉｏｎ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｈｅｍｉｃａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２００３， １１９（９）：４８１７ － ４８２６
［１７１］　 Ｓｒｉｎｉｖａｓａｎ Ｊ， Ｔｒｅｖａｔｈａｎ Ｍ， Ｂｅｒｏｚａ Ｐ， Ｃａｓｅ Ｄ Ｌ． Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｐａｉｒｗｉｓｅ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｂｏｒｎ ｍｏｄｅｌ ｔｏ ｐｒｏｔｅｉｎｓ ａｎｄ ｎｕｃｌｅｉｃ

ａｃｉｄｓ： Ｉｎｃｌｕｓｉｏｎ ｏｆ ｓａｌｔ ｅｆｆｅｃｔｓ［Ｊ］． Ｔｈｅｏｒ Ｃｈｅｍ Ａｃｃｔｓ， １９９９， １０１：４２６ － ４３４
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［１９４］ 　 Ｓｃｈｒｅｉｂｅｒ Ｇ， Ｆｅｒｓｈｔ Ａ Ｒ． Ｅｎｅｒｇｅｔｉｃｓ ｏｆ ｐｒｏｔｅｉｎ⁃ｐｒｏｔｅｉｎ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎｓ： Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂａｒｎａｓｅ⁃ｂａｒｓｔａｒ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ｂｙ ｓｉｎｇｌｅ
ｍｕｔａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｄｏｕｂｌｅ ｍｕｔａｎｔ ｃｙｃｌｅｓ［Ｊ］． Ｊ Ｍｏｌ Ｂｉｏｌ， １９９５， ２４８（２）：４７８ － ４８６

［１９５］　 Ｆｒｉｓｃｈ Ｃ， Ｓｃｈｒｅｉｂｅｒ Ｇ， Ｊｏｈｎｓｏｎ Ｃ Ｍ， Ｆｅｒｓｈｔ Ａ Ｒ． Ｔｈｅｒｍｏｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ ｏｆ ｂａｒｎａｓｅ ａｎｄ ｂａｒｓｔａｒ： Ｃｈａｎｇｅｓ ｉｎ ｆｒｅｅ
ｅｎｅｒｇｙ ｖｅｒｓｕｓ ｃｈａｎｇｅｓ ｉｎ ｅｎｔｈａｌｐｙ ｏｎ ｍｕｔａｔｉｏｎ［Ｊ］． Ｊ Ｍｏｌ Ｂｉｏｌ， １９９７， ２６７（３）：６９６ － ７０６

［１９６ ］ 　 Ｄｏｎｇ Ｆ， Ｖｉｊａｙａｋｕｍａｒ Ｍ， Ｚｈｏｕ Ｈ Ｘ． Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ａｎｄ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ ｉｍｐｌｉｃａｔｅｓ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔ ｅｌｅｃｔｒｏｓｔａｔｉｃ
ｃｏｎｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｔｈｅ ｂｉｎｄｉｎｇ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｂａｒｎａｓｅ ａｎｄ ｂａｒｓｔａｒ［Ｊ］． Ｂｉｏｐｈｙｓ Ｊ， ２００３， ８５（１）： ４９ － ６０

［１９７］　 Ｗａｎｇ Ｔ， Ｔｏｍｉｃ Ｓ， Ｇａｂｄｏｕｌｌｉｎｅ Ｒ Ｒ， Ｗａｄｅ Ｒ Ｃ． Ｈｏｗ ｏｐｔｉｍａｌ ａｒｅ ｔｈｅ ｂｉｎｄｉｎｇ ｅｎｅｒｇｅｔｉｃｓ ｏｆ ｂａｒｎａｓｅ ａｎｄ ｂａｒｓｔａｒ？ ［ Ｊ］．
Ｂｉｏｐｈｙｓ Ｊ， ２００４， ８７（３）：１６１８ － １６３０

［１９８］　 Ｗａｒｗｉｃｋｅｒ Ｊ， Ｏｌｌｉｓ Ｄ， Ｒｉｃｈａｒｄｓ Ｆ Ｍ， Ｓｔｅｉｔｚ Ｔ Ａ． Ｅｌｅｃｔｒｏｓｔａｔｉｃ ｆｉｅｌｄ ｏｆ ｔｈｅ ｌａｒｇｅ ｆｒａｇｍｅｎｔ ｏｆ Ｅｓｃｈｅｒｉｃｈｉａ ｃｏｌｉ ＤＮＡ ｐｏｌｙｍｅｒａｓｅ
［Ｊ］． Ｊ Ｍｏｌ Ｂｉｏｌ， １９８５，１８６： ６４５ － ６４９

［１９９］　 Ｑｉｎ Ｓ Ｂ， Ｚｈｏｕ Ｈ Ｘ． Ｄｏ ｅｌｅｃｔｒｏｓｔａｔｉｃ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎｓ ｄｅｓｔａｂｉｌｉｚｅ ｐｒｏｔｅｉｎ⁃ｎｕｃｌｅｉｃ ａｃｉｄ ｂｉｎｄｉｎｇ？ ［Ｊ］． Ｂｉｏｐｏｌｙｍｅｒｓ， ２００７， ８６：１１２
－ １１８

［２００］ 　 Ｓｚｋｌａｒｃｚｙｋ Ｏ， Ｚｕｂｅｒｅｋ Ｊ， Ａｎｔｏｓｉｅｗｉｃｚ Ｊ Ｍ． Ｐｏｉｓｓｏｎ⁃Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｍｏｄｅｌ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｂｉｎｄｉｎｇ ｍＲＮＡ ｃａｐ ａｎａｌｏｇｕｅｓ ｔｏ ｔｈｅ
ｔｒａｎｓｌａｔｉｏｎ ｉｎｉｔｉａｔｉｏｎ ｆａｃｔｏｒ ｅＩＦ４Ｅ［Ｊ］． Ｂｉｏｐｈｙｓ Ｃｈｅｍ， ２００９， １４０：１６ － ２３
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［２０１］ 　 Ｍａｄｕｒａ Ｊ Ｄ， Ｄａｖｉｓ Ｍ Ｅ， Ｇｉｌｓｏｎ Ｍ Ｋ， Ｗａｄｅ Ｒ， Ｌｕｔｙ Ｂ Ａ， ＭｃＣａｍｍｏｎ Ｊ Ａ． Ｂｉｏｌｏｇｉｃａｌ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｅｌｅｃｔｒｏｓｔａｔｉｃｓ
ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓ ａｎｄ Ｂｒｏｗｎｉａｎ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ［Ｊ］． Ｒｅｖ Ｃｏｍｐｕｔ Ｃｈｅｍ， １９９４， ５：２２９ － ２６７

［２０２］　 Ｍａｄｕｒａ Ｊ Ｄ， Ｂｒｉｇｇｓ Ｊ Ｍ， Ｗａｄｅ Ｒ Ｃ， Ｄａｖｉｓ Ｍ Ｅ， Ｌｕｔｙ Ｂ Ａ， Ｉｌｉｎ Ａ， Ａｎｔｏｓｉｅｗｉｃｚ Ｊ， Ｇｉｌｓｏｎ Ｍ Ｋ， Ｂａｇｈｅｒｉ Ｂ， Ｓｃｏｔｔ Ｌ Ｒ，
ＭｃＣａｍｍｏｎ Ｊ Ａ． Ｅｌｅｃｔｒｏｓｔａｔｉｃｓ ａｎｄ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｏｆ ｍｏｌｅｃｕｌｅｓ ｉｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎ： Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｈｏｕｓｔｏｎ Ｂｒｏｗｎｉａｎ
Ｄｙｎａｍｉｃｓ ｐｒｏｇｒａｍ［Ｊ］． Ｃｏｍｐｕｔ Ｐｈｙｓ Ｃｏｍｍｕｎ， １９９５， ９１：５７ － ９５

［２０３］　 Ｆｒｉｅｄｍａｎ Ｈ Ｌ． Ａ ｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃ ｅｆｆｅｃｔ ｉｎ ｔｈｅ ｒａｔｅｓ ｏｆ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ⁃ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ ｒｅａｃｔｉｏｎｓ［ Ｊ］． Ｊ Ｐｈｙｓ Ｃｈｅｍ， １９９６， ７０：３９３１ －
３９３３

［２０４］　 Ｓｈａｒｐ Ｋ， Ｆｉｎｅ Ｒ， Ｈｏｎｉｇ Ｂ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｏｆ ａ ｓｕｂｓｔｒａｔｅ ｔｏ ａｎ ａｃｔｉｖｅ ｓｉｔｅ ｏｆ ａｎ ｅｎｚｙｍｅ［Ｊ］． Ｓｃｉｅｎｃｅ，
１９８７， ２３６：１４６０ － １４６３

［２０５］　 Ｓｉｎｅｓ Ｊ Ｊ， Ａｌｌｉｓｏｎ Ｓ Ａ， ＭｃＣａｍｍｏｎ Ｊ Ａ． Ｐｏｉｎｔ ｃｈａｒｇｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｅｌｅｃｔｒｏｓｔａｔｉｃ ｓｔｅｅｒｉｎｇ ｉｎ ｅｎｚｙｍｅ ／ ｓｕｂｓｔｒａｔｅ ｅｎｃｏｕｎｔｅｒ：
Ｂｒｏｗｎｉａｎ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｃｏｐｐｅｒ ／ ｚｉｎｃ ｓｕｐｅｒｏｘｉｄｅ ｄｉｓｍｕｔａｓｅｓ［Ｊ］． Ｂｉｏｃｈｅｍｉｓｔｒｙ， １９９０， ２９（４０）：９４０３ － ９４１２

［２０６］　 Ａｒｇｅｓｅ Ｅ， Ｖｉｇｌｉｎｏ Ｐ， Ｒｏｔｉｌｉｏ Ｇ， Ｓｃａｒｐａ Ｍ， Ｒｉｇｏ Ａ． Ｅｌｅｃｔｒｏｓｔａｔｉｃ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ｔｈｅ ｒａｔｅ⁃ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｎｇ ｓｔｅｐ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｐｐｅｒ， ｚｉｎｃ
ｓｕｐｅｒｏｘｉｄｅ ｄｉｓｍｕｔａｓｅ ｃａｔａｌｙｔｉｃ ｒｅａｃｔｉｏｎ［Ｊ］． Ｂｉｏｃｈｅｍｉｓｔｒｙ， １９８７， ２６（１１）：３２２４ － ３２２８

［２０７］　 Ｇｅｔｚｏｆｆ Ｅ Ｄ， Ｃａｂｅｌｌｉ Ｄ Ｅ， Ｆｉｓｈｅｒ Ｃ Ｌ， Ｐａｒｇｅ Ｈ Ｅ， Ｖｉｅｚｚｏｌｉ Ｍ Ｓ， Ｂａｎｃｉ Ｌ， Ｈａｌｌｅｗｅｌｌ Ｒ Ａ． Ｆａｓｔｅｒ ｓｕｐｅｒｏｘｉｄｅ ｄｉｓｍｕｔａｓｅ
ｍｕｔａｎｔｓ ｄｅｓｉｇｎｅｄ ｂｙ ｅｎｈａｎｃｉｎｇ ｅｌｅｃｔｒｏｓｔａｔｉｃ ｇｕｉｄａｎｃｅ［Ｊ］． Ｎａｔｕｒｅ， １９９２， ３５８：３４７ － ３５１

［２０８］　 Ｑｕｉｎｎ Ｄ Ｍ． Ａｃｅｔｙｌｃｈｏｌｉｎｅｓｔｅｒａｓｅ： Ｅｎｚｙｍｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ， ｒｅａｃｔｉｏｎ ｄｙｎａｍｉｃｓ， ａｎｄ ｖｉｒｔｕａｌ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｓｔａｔｅｓ［Ｊ］． Ｃｈｅｍ Ｒｅｖ， １９８７，
８７：９５５ － ９７９

［２０９］　 Ａｎｔｏｓｉｅｗｉｃｚ Ｊ， Ｗｌｏｄｅｋ Ｓ Ｔ， ＭｃＣａｍｍｏｎ Ｊ Ａ． Ａｃｅｔｙｌｃｈｏｌｉｎｅｓｔｅｒａｓｅ： Ｒｏｌｅ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｚｙｍｅ’ ｓ ｃｈａｒｇｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｉｎ ｓｔｅｅｒｉｎｇ
ｃｈａｒｇｅｄ ｌｉｇａｎｄｓ ｔｏｗａｒｄ ｔｈｅ ａｃｔｉｖｅ ｓｉｔｅ［Ｊ］． Ｂｉｏｐｏｌｙｍｅｒｓ， １９９６， ３９（１）：８５ － ９４

［２１０］ 　 Ｄｉｌｌｅｔ Ｖ， Ｖａｎ Ｅｔｔｅｎ， Ｂａｓｈｆｏｒｄ Ｄ． Ｓｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｃｈａｒｇｅｓ ａｎｄ ｐｒｏｔｏｎａｔｉｏｎ ｓｔａｔｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ａｃｔｉｖｅ ｓｉｔｅ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｔｅｉｎ ｔｙｒｏｓｉｎｅ
ｐｈｏｓｐｈａｔａｓｅｓ： Ａ ｃｏｍｐｕａｔｉｏｎａｌ ｓｔｕｄｙ［Ｊ］． Ｊ Ｐｈｙｓ Ｃｈｅｍ Ｂ， ２０００， １０４：１１３２１ － １１３３３

［２１１］　 Ｋｏｌｍｏｄｉｎ Ｋ， Åｑｖｉｓｔ Ｊ． Ｔｈｅ ｃａｔａｌｙｔｉｃ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ｏｆ ｐｒｏｔｅｉｎ ｔｙｒｏｓｉｎｅ ｐｈｏｓｐｈａｔａｓｅｓ ｒｅｖｉｓｉｔｅｄ［Ｊ］． ＦＥＢＳ Ｌｅｔｔ， ２００１， ４９８（２ ／ ３）：
２０８ － ２１３

［２１２］　 Ｓｃｈｒｅｉｂｅｒ Ｇ， Ｆｅｒｓｈｔ Ａ Ｒ． Ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ ｏｆ ｂａｒｎａｓｅ ｗｉｔｈ ｉｔｓ ｐｏｌｙｐｅｐｔｉｄｅ ｉｎｈｉｂｉｔｏｒ ｂａｒｓｔａｒ ｓｔｕｄｉｅｄ ｂｙ ｐｒｏｔｅｉｎ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ［ Ｊ］．
Ｂｉｏｃｈｅｍｉｓｔｒｙ， １９９３， ３２：５１４５ － ５１５０

［２１３］　 Ｚａｕｈａｒ Ｒ Ｊ． Ｔｈｅ ｉｎｃｏｒｐｏｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｈｙｄｒａｔｉｏｎ ｆｏｒｃｅｓ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ｂｙ ｃｏｎｔｉｎｕｕｍ ｅｌｅｃｔｒｏｓｔａｔｉｃｓ ｉｎｔｏ ｍｏｌｅｃｕｌａｒ ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ
［Ｊ］． Ｃｏｍｐｕｔ Ｃｈｅｍ， １９９１， １２：５７５ － ５８３

［２１４］　 Ｌｕ Ｂ Ｚ， Ｗａｎｇ Ｃ Ｘ， Ｃｈｅｎ Ｗ Ｚ， Ｗａｎ Ｓ Ｚ， Ｓｈｉ Ｙ Ｙ． Ａ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｓｔｕｄｙ ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ ｗｉｔｈ ｈｙｄｒａｔｉｏｎ ｆｏｒｃｅ
ａｎｄ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｍｅｍｏｒｙ ｅｆｆｅｃｔ［Ｊ］． Ｊ Ｐｈｙｓ Ｃｈｅｍ， ２０００， １０４（２９）：６８７７ － ６８８３

［２１５］　 Ｌｕ Ｂ Ｚ， Ｃｈｅｎ Ｗ Ｚ， Ｗａｎｇ Ｃ Ｘ． 边界元法与广义 Ｌａｎｇｅｖｉｎ 动力学相结合的模拟方法［Ｊ］． 科学通报， ２０００， ４５（１４）：
１４８２ － １４８６

［２１６］　 Ｌｕ Ｂ Ｚ， Ｃｈｅｎ Ｗ Ｚ， Ｗａｎｇ Ｃ Ｘ， Ｘｕ Ｘ Ｊ． Ｐｒｏｔｅｉｎ ｍｏｌｅｃｕｌａｒ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｗｉｔｈ ｅｌｅｃｔｒｏｓｔａｔｉｃ ｆｏｒｃｅ ｅｎｔｉｒｅｌｙ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ｂｙ ａ ｓｉｎｇｌｅ
Ｐｏｉｓｓｏｎ⁃Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ［Ｊ］． Ｐｒｏｔｅｉｎｓ， ２００２， ４８（３）：４９７ － ５０４

［２１７］ 　 Ｗａｎ Ｓ Ｚ， Ｗａｎｇ Ｃ Ｘ， Ｘｉａｎｇ Ｚ Ｘ， Ｓｈｉ Ｙ Ｙ． Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ａｌａｎｉｎｅ ｄｉｐｅｐｔｉｄｅ： Ｉｎｃｌｕｄｉｎｇ ｓｏｌｖａｔｉｏｎ
ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ｂｙ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］． Ｊ Ｐｈｙｓ Ｃｈｅｍ， １９９７， １８：１４４０ － １４４９

［２１８］　 Ｄａｖｉｄ Ｌ， Ｌｕｏ Ｒ， Ｇｉｌｓｏｎ Ｍ Ｋ． Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｂｏｒｎ ａｎｄ Ｐｏｉｓｓｏｎ ｍｏｄｅｌｓ， ｅｎｅｒｇｅｔｉｃｓ ａｎｄ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ ＨＩＶ ｐｒｏｔｅａｓｅ
［Ｊ］． Ｃｏｍｐ Ｃｈｅｍ， ２０００， ２１（４）：２９５ － ３０９

［２１９］　 Ｗａｎｇ Ｊ， Ｔａｎ Ｃ Ｈ， Ｅｍｍａｎｕｅｌ Ｃ， Ｌｕｏ Ｒ． Ｑｕａｎｔｉｔａｔｉｖｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ Ｐｏｉｓｓｏｎ⁃Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｉｍｐｌｉｃｉｔ ｓｏｌｖｅｎｔ ｉｎ ｍｏｌｅｃｕｌａｒ ｄｙｎａｍｉｃｓ
［Ｊ］． Ｐｈｙｓ Ｃｈｅｍ Ｃｈｅｍ Ｐｈｙｓ， ２０１０， １２：１１９４ － １２０２

［２２０］　 Ｇｅｎｇ Ｗ Ｈ， Ｗｅｉ Ｇ Ｗ． Ｍｕｌｔｉｓｃａｌｅ ｍｏｌｅｃｕｌａｒ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｖｉａ ｔｈｅ ｍａｔｃｈｅｄ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ａｎｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ （ＭＩＢ） ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０１１， ２３０：４３５ － ４５７

［２２１］ 　 Ｘｉｎ Ｗ Ｄ， Ｊｕｆｆｅｒ Ａ Ｈ． Ａ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌｅｍｅｎｔ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｐｒｏｔｅｉｎ ｅｌｅｃｔｒｏｓｔａｔｉｃｓ ｗｉｔｈ ｅｘｐｌｉｃｉｔ ｉｏｎｓ ［ Ｊ ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２００７， ２２３：４１６ － ４３５

［２２２］　 Ｃｈｅｎ Ｊ， Ｂｒｏｏｋｓ Ｃ Ｌ， Ｋｈａｎｄｏｇｉｎ Ｊ． Ｒｅｃｅｎｔ ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ ｉｍｐｌｉｃｉｔ ｓｏｌｖｅｎｔ⁃ｂａｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｂｉｏｍｏｌｅｃｕｌａｒ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ［Ｊ］． Ｃｕｒｒ
Ｏｐｉｎ Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ Ｂｉｏｌ， ２００８， １８（２）：１４０ － １４８

［２２３］　 Ｎｉｅｌｓｏｎ Ｊ Ｅ， Ｖｒｉｅｎｄ Ｇ． Ｏｐｔｉｍｉｚｉｎｇ ｔｈｅ ｈｙｄｒｏｇｅｎ⁃ｂｏｎｄ ｎｅｔｗｏｒｋ ｉｎ Ｐｏｉｓｓｏｎ⁃Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ⁃ｂａｓｅｄ ｐＫａ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓ［ Ｊ］．
Ｐｒｏｔｅｉｎｓ， ２００１， ４３：４０３ － ４１２

［２２４］　 Ｇｅｏｒｇｅｓｃｕ Ｒ， Ａｌｅｘｏｖ Ｅ， Ｇｕｎｎｅｒ Ｍ． Ｃｏｍｂｉｎｉｎｇ ｃｏｎｆｏｒｍａｔｉｏｎａｌ ｆｌｅｘｉｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ ｃｏｎｔｉｎｕｕｍ ｅｌｅｃｔｒｏｓｔａｔｉｃｓ ｆｏｒ ｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇ ｐＫａ ｉｎ
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ｐｒｏｔｅｉｎｓ［Ｊ］． Ｂｉｏｐｈｙｓｉｃａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ， ２００２， ８３：１７３１ － １７４８
［２２５］　 Ｌｅｅ Ｍ Ｓ， Ｓａｌｓｂｕｒｙ Ｆ Ｒ， Ｂｒｏｏｋｓ Ｃ Ｌ． Ｃｏｎｓｔａｎｔ⁃ｐＨ ｍｏｌｅｃｕｌａｒ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｕｓｉｎｇ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｔｉｔｒａｔｉｏｎ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ［Ｊ］． Ｐｒｏｔｅｉｎｓ，

２００４， ５６（４）：７３８ － ７５２
［２２６］　 Ｍｏｎｇａｎ Ｊ， Ｃａｓｅ Ｄ Ａ， ＭｃＣａｍｍｏｎ Ｊ Ａ． Ｃｏｎｓｔａｎｔ ｐＨ ｍｏｌｅｃｕｌａｒ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｉｎ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｂｏｒｎ ｉｍｐｌｉｃｉｔ ｓｏｌｖｅｎｔ［Ｊ］． Ｊ Ｃｏｍｐｕｔ

Ｃｈｅｍ， ２００４， ２５（１６）：２０３８ － ２０４８
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ＮＭＲ ｒｅｌａｘａｔｉｏｎ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ［Ｊ］． Ｊ Ｂｉｏｍｏｌ ＮＭＲ， ２００９， ４４：２２５ － ２３３
［２２８］　 Ｄｕｌｌｗｅｂｅｒ Ｆ， Ｓｔｕｂｂｓ Ｍ Ｔ， Ｍｕｓｉｌ Ｄ， Ｓｔｕｒｚｅｂｅｃｈｅｒ Ｊ， Ｋｌｅｂｅ Ｇ． Ｆａｃｔｏｒｉｓｉｎｇ ｌｉｇａｎｄ ａｆｆｉｎｉｔｙ： Ａ ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｔｈｅｒｍｏｄｙｎａｍｉｃ ａｎｄ

ｃｒｙｓｔａｌｌｏｇｒａｐｈｉｃ ｓｔｕｄｙ ｏｆ ｔｒｙｐｓｉｎ ａｎｄ ｔｈｒｏｍｂｉｎ ｉｎｈｉｂｉｔｉｏｎ［Ｊ］． Ｊ Ｍｏｌ Ｂｉｏｌ， ２００１， ３１３：５９３ － ６１４
［２２９］　 Ｃｚｏｄｒｏｗｓｋｉ Ｐ， Ｓｏｔｒｉｆｆｅｒ Ｃ Ａ， Ｋｌｅｂｅ Ｇ． Ｐｒｏｔｏｎａｔｉｏｎ ｃｈａｎｇｅｓ ｕｐｏｎ ｌｉｇａｎｄ ｂｉｎｄｉｎｇ ｔｏ ｔｒｙｐｓｉｎ ａｎｄ ｔｈｒｏｍｂｉｎ： Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ

ｉｎｔｅｒｐｒｅｔａｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｐＫａ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ＩＴＣ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ［Ｊ］． Ｊ Ｍｏｌ Ｂｉｏｌ， ２００７， ３６７：１３４７ － １３５６
［２３０］　 Ｈｏｒｎ Ｒ． Ｃｏｎｖｅｒｓａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｖｏｌｔａｇｅ ｓｅｎｓｏｒｓ ａｎｄ ｇａｔｅｓ ｏｆ ｉｏｎ ｃｈａｎｎｅｌｓ［Ｊ］． Ｂｉｏｃｈｅｍｉｓｔｒｙ， ２０００， ３９：１５６５３ － １５６５８
［２３１］　 Ｇｒａｂｅ Ｍ， Ｌｅｃａｒ Ｈ， Ｊａｎ Ｙ Ｎ， Ｊａｎ Ｌ Ｙ． Ａ ｑｕａｎｔｉｔａｔｉｖｅ ａｓｓｅｓｓｍｅｎｔ ｏｆ ｍｏｄｅｌｓ ｆｏｒ ｖｏｌｔａｇｅ⁃ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｇａｔｉｎｇ ｏｆ ｉｏｎ ｃｈａｎｎｅｌｓ［Ｊ］．

Ｐｒｏｃ Ｎａｔｌ Ａｃａｄ Ｓｃｉ ＵＳＡ， ２００４， １０１：１７６４０ － １７６４５

Ｅｌｅｃｔｒｏｓｔａｔｉｃ Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｉｎ Ｂｉｏｍｏｌｅｃｕｌａｒ Ｍｏｄｅｌｉｎｇ

ＰＥＮＧ Ｂｏ， ＬＩ Ｈａｎｌｉｎ， ＬＵ Ｂｅｎｚｈｕｏ
（Ｔｈｅ Ｓｔａｔｅ Ｋｅｙ Ｌａｂｏｒａｔｏｒｙ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ， Ａｃａｄｅｍｙ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｓｙｓｔｅｍｓ Ｓｃｉｅｎｃｅ，

Ｃｈｉｎｅｓｅ Ａｃａｄｅｍｙ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， Ｂｅｉｊｉｎｇ　 １００１９０， Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：　 Ｂｉｏｌｏｇｉｃａｌ ｓｙｓｔｅｍｓ ｃｏｕｌｄ ｂｅ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄ ａｔ ｍｏｌｅｃｕｌａｒ ｌｅｖｅｌ ｂｙ ｓｉｍｕｌａｔｉｎｇ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｍｏｌｅｃｕｌｅｓ． Ａｍｏｎｇ ｖａｒｉｏｕｓ
ｍｏｌｅｃｕｌａｒ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ， ｅｌｅｃｔｒｏｓｔａｔｉｃ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ ｉｓ ｏｆ ｃｅｎｔｒａｌ ｉｍｐｏｒｔａｎｃｅ ｔｏ ｕｎｄｅｒｓｔａｎｄ ｓｏｌｖａｔｉｏｎ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｂｉｏｍｏｌｅｃｕｌｅｓ， ａｎｄ ｔｏ ｅｘｐｌａｉｎ
ｓｏｌｖａｔｉｏｎ ｅｆｆｅｃｔｓ ｓｕｃｈ ａｓ ｆｏｌｄｉｎｇ， ｂｉｎｄｉｎｇ， ｅｎｚｙｍｅ ｃａｔａｌｙｓｉｓ ａｎｄ ｓｏ ｏｎ． Ｉｎ ｔｈｉｓ ｗｏｒｋ， Ｐｏｉｓｓｏｎ⁃Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｂｉｏｍｏｌｅｃｕｌａｒ
ｓｏｌｖａｔｉｏｎ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｉｓ ｒｅｖｉｅｗｅｄ， ｉｎｃｌｕｄｉｎｇ ｂａｃｋｇｒｏｕｎｄ， ｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔ， ｔｈｅｏｒｉｅｓ， ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ ｍｏｌｅｃｕｌａｒ
ｂｉｏｌｏｇｙ． Ｂｅｓｉｄｅｓ， ａｓ ａｎ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｄ ｍｏｄｅｌ， ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｂｏｒｎ ｍｏｄｅｌ ｉｓ ｄｉｓｃｕｓｓｅｄ．
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ：　 Ｐｏｉｓｓｏｎ⁃Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ； ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｂｏｒｎ ｍｏｄｅｌ； ｓｏｌｖａｔｉｏｎ； ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌｅｍｅｎｔ； ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ ｄａｔｅ：　 ２０１４ － １１ － ０７； Ｒｅｖｉｓｅｄ ｄａｔｅ：　 ２０１４ － １１ － １４
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