
 

 

 

 

 

 

 

 

 

第二章 
 

 

线性规划 

 

 

 

线性规划是运筹学中最重要的分支，也是运筹学的基础。线性规划问题最早

是苏联学者康托洛维奇(L.V. Kantorovich，1912—1986)于 1939 年提出的，但他

的工作当时并未广为人知。第二次世界大战中，美国空军的一个研究小组

SCOOP(Scientific Computation Of Optimum Programs，最优程序的科学计算)在研

究战时稀缺资源的最优化分配问题时，提出了线性规划问题。丹齐格(G.B.Dantzig)

于 1947 年提出了求解线性规划问题的单纯形法，单纯形法至今还是求解线性规

划最有效的方法之一。 

本章将介绍线性规划的模型和基本概念以及单纯形法的基本原理、软件求解

方法及线性规划在经济分析中的应用。 
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第一节  线性规划实例与模型 

运用线性规划方法解决实际问题的前提是把实际问题转化为数学问题，也就是建立线

性规划模型，不同类型的问题建立线性规划模型的方法不尽相同。下面通过具体实例学习

建立线性规划模型的方法。 

一、线性规划实例 

线性规划的应用领域十分广泛，主要包括生产计划、物资调运、资源优化配置、物料配

方和经济规划等问题，在第一章(绪论)中介绍了生产计划问题，下面介绍另外两种决策问题。 

例 2-1  合理配料问题。 

某饲料厂用玉米胚芽粕、大豆饼和酒糟等 3 种原料生产 3 种不同规格的饲料，由于 3

种原料的营养成分不同，因而不同规格的饲料对 3 种原料的比例有特殊要求，具体要求及

产品价格、原料价格、原料数量见表 2-1，试制订总利润最大的生产计划。 

表 2-1  工厂生产数据 

规格要求 产品 Q1 产品 Q2 产品 Q3 原料单价/(元/kg) 原料可用量/kg 

原料 P1 ≥15% ≥20% 25% 1.7 1500 

原料 P2 ≥25% ≥10%  1.5 1000 

原料 P3   ≤40% 1.2 2000 

单位产品的利润/(元/kg) 2 3 2.3   
 

(1) 问题分析。 

合理配料问题是一个特殊的生产计划，该问题与第一章中案例的生产计划的不同之处

在于产品对原料的消耗量不明确，只给了一个限制范围，同时原料之间不发生化学反应，

产品的产量等于原料之和。因而方案就不是只确定产品的产量，还需要明确生产不同产品

原料的数量，设
ij

x 为生产第 j 种饲料使用第 i 种原料的数量 ( 1,2,3; 1,2,3)i j  ，则第 j 种饲

料的产量为
3

1

( 1,2,3)
ij

i

x j


 ，第 i 种原料的使用量为
3

1

( 1,2,3)
ij

j

x i


 。 

问题的目标是生产利润最大化，而利润等于销售收入减去成本，销售收入等于价格乘

以产量，即
3 3 3

1 2 3
1 1 1

2 3 2.3
i i i

i i i

x x x
  

    ，成本等于购买原料的支出，等于原料价格乘以原料

需求数量，即
3 3 3

1 2 3
1 1 1

1.7 1.5 1.2
j j j

j j j

x x x
  

    。所以总利润为 

3 3 3 3 3 3

1 2 3 1 2 3
1 1 1 1 1 1

2 3 2.3 1.7 1.5 1.2
i i i j j j

i i i j j j

x x x x x x
     

      - - -  

问题的约束包括原料供给限制、产品规格限制和变量自身限制，其中原料供给限制要

求原料的需求量小于等于最大供给量，即 
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3

1
1

3

2
1

3

3
1

1500

1000

2000

j
j

j
j

j
j

x

x

x













≤

≤

≤

 

产品的规格限制要求不同原料占总产量的比例符合要求，即 

11 21

3 3

1 1
1 1

0.15,  0.25

i i
i i

x x

x x
 

 
≥ ≥  

12 22

3 3

2 2
1 1

0.2,  0.1

i i
i i

x x

x x
 

 
≥ ≥  

13 33

3 3

3 3
1 1

0.25,  0.4

i i
i i

x x

x x
 



 
≤  

上述约束是分式约束，为了写成线性规划形式，转化成以下等价形式，即 
3 3

11 1 21 1
1 1

0.15 0,  0.25 0
i i

i i

x x x x
 

 - ≥ - ≥  

3 3

12 2 22 2
1 1

0.2 0,  0.1 0
i i

i i

x x x x
 

 - ≥ - ≥  

3 3

13 3 33 3
1 1

0.25 0,  0.4 0
i i

i i

x x x x
 

 - - ≤  

变量非负限制为 

0 1,2,3; 1,2,3
ij

x i j ≥  

(2) 模型。 

该工厂的生产计划问题就是在原料需求不超过可用量的限制下使得总利润最大，因而

对应的数学模型为 
3 3 3 3 3 3

1 2 3 1 2 3
1 1 1 1 1 1

3 3 3

1 2 3
1 1 1

3 3

11 1 21 1
1 1

3 3

12 2 22 2
1 1

13 3

max 2 3 2.3 1.7 1.5 1.2

1500 1000 2000

0.15 0, 0.25 0

s.t. 0.2 0, 0.1 0

0.25

i i i j j j
i i i j j j

j j j
j j j

i i
i i

i i
i i

i
i

x x x x x x

x x x

x x x x

x x x x

x x

     

  

 

 



 

  

 

 

     

  

 

 

- - -

， ，

- -

- -

-
3 3

33 3
1 1

0, 0.4 0

0 1,2,3 1,2,3

i
i

ij

x x

x i j













  



  


 -

， ；

        (2-1) 
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提 示 

(1) 配料问题是一种特殊的生产计划问题，其与第一章(绪论)中的生产计划问题的区别

在于一般生产计划问题中生产单位产品对原料的消耗量是确定的，但配料问题中生产单位

产品对原料的消耗量是不确定的，只给了一个数量限制范围，因而仅用每种产品的产量不

能表示出原料的消耗量，需要把产品产量和原料的消耗量同时作为变量。 

(2) 由于配料问题中没有发生化学反应，原料的数量和就是产品的产量，因而题目中把

产品的产量用原料数量和替换，减少了 3 个变量。不替换也可以，但必须在约束中添加“产

量等于原料消耗量和”这一组约束。 

例 2-2  运输问题。 

一个啤酒公司在山东有 n个生产厂，每个生产厂计划期内生产的数量为 ( 1,2, , )
i

a i n L 。

这 n个生产厂的产品销往山东各市地，公司把山东市场分成了m 个销售区，每个销售区计

划期内的销售量预计为 ( 1,2, , )
j

b j m L 。假设生产总量和预期销售总量相等，且已知从第 i

个生产厂运单位产品到第 j 个销售区的运价为 ( 1,2, , 1,2, , )
ij

c i n j m L L； 。问应如何组织

运输才能使总运费最小？ 

(1) 问题分析。 

该问题是一个典型的运输问题，生产厂是供应地，销售区是需求地。问题的变量是从

第 i 个生产厂运到第 j 个销售区的产品数量，设为 ( 1,2, , ; 1,2, , )
ij

x i n j m L L ，则总运费为

1 1

n m

ij ij
i j

c x
 

 ，从第 i 个生产厂运出的总量为运到各销售区之和，即
1

( 1,2, , )
m

ij
j

x i n


 L ，运到第

j 个销售区的产品数量等于从各生产厂运输之和，即
1

( 1,2, , )
n

ij
i

x j m


 L 。显然，运出的量

不能超过生产量，运入的量不能低于需求量，由于生产总量和预期销售总量相等，所以每

个生产厂运出量正好等于生产量，每个销售区的运入量等于需求量，即有约束 

1

  1,2, ,
m

ij i
j

x a i n


  L  

1

  1,2, ,
n

ij j
i

x b j m


  L  

(2) 模型。 

在供求约束下使得总费用最小的线性规划模型为 

1 1

1

1

min

1,2, ,

s.t.  1,2, ,

0 1,2, , ; 1,2, ,

n m

ij ij
i j

m

ij i
j

n

ij j
i

ij

c x

x a i n

x b j m

x i n j m

 






 




 

  









L

L

L L≥

                 (2-2) 



 

 

第二章  线性规划 

15 

该规划是针对一般情况建立的，不同公司的具体数据不同，把数据代入模型就可以得

到具体实例的模型。 

提 示 

(1) 建立模型的基础是对问题的分析，分析问题需要明确问题的基本要素，问题的基本

要素对应模型的变量、目标和约束等基本要素。 

(2) 建立模型的过程就是用数学语言表述模型的 3 个基本要素的过程。首先确定变量，

也就是主动改变量，然后用变量表示其他量，给出约束和目标函数。 

(3) 在建立模型时不要遗漏变量非负约束，当变量表示数量时，如果取值不会为负值，

则需要添加变量非负约束。 

二、线性规划模型 

通过上面 3 个实例可以看出，线性规划的目标可能是最大也可能是最小，约束可能是

等式也可能是不等式，3 个实例的变量都是非负的，有时变量或部分变量要求允许取负值，

称为自由变量。因而，一般的线性规划模型的形式为 

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

min

1,2, ,

1, ,
s.t.

0 1,2, ,

  1, 2, ,

n n

i i in n i

i i in n i

j

j

c x c x c x

a x a x a x b i p

a x a x a x b i p m

x j q

x j q q n

  

    


   




   

L

L L

L L

L

L

≥

≥ ；

无限制

          (2-3) 

其中 ( 1,2, , )
j

x j n L 为决策变量， ( 1,2, , )
j

c j n L 为目标函数系数，
ij

a 为约束系数。记

变量为 T

1 2
( , , , )

n
x x x Lx ，向量 T

1 2
( , , , )

n
c c c Lc 为价值向量，向量 T

1 2
( , , , )

m
b b b Lb 为右端

向量，矩阵 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 

L

L

M M O M

L

A  

为系数矩阵。 

如果变量都是非负的，约束都是不等式，并且对于目标是求最小的线性规划模型，不

等号都是大于等于号，或者对于目标是求最大的线性规划模型，不等号都是小于等于号，

则称为规范形式的线性规划模型，模型为 

min

s.t.





 0

≥

≥

c x

Ax b

x

    或    

max

s.t.





 0

≤

≥

c x

Ax b

x

 

如果线性规划的目标是求最小，约束都是等式，变量都是非负，则称为标准形式的线

性规划模型，其形式为 



 

 

运筹学(第二版) 

16 

min

s.t.





 0≥

c x

Ax b

x

 

提 示 

(1) 有些教材中标准形式是以最大为目标，这不影响问题的说明，只要在一本书中统一

要求就可以。 

(2) 一般形式的线性规划不能用矩阵形式表示，因为其约束的符号不统一。 

三、基本概念 

为了求解模型，首先给出一些常用的概念，给变量的每个分量一个赋值就得到规划的

一个解，如果解满足所有的约束条件，则称为可行解，由可行解组成的集合称为可行解集，

也称为可行域，对于标准形式的线性规划，其可行解集可写为 

{ , 0}D   ≥x Ax b x  

求解线性规划是要在可行解集合中寻找使得目标函数值最优的解，在可行域中目标函

数值最小(或最大)的可行解称为最优解，最优解的目标函数值为最优值。最优解的全体称为

最优解集合，对于以最小为目标的线性规划，其最优解集合可写为 

{ ,O D y y D    ≤x c x c } 

提 示 

(1) 线性规划的解不要求是可行的，这与方程组或不等式组的解有所区别。 

(2) 最优解不一定唯一，可以有多个解是最优解，但最优值一定是唯一的。 

四、模型转换 

实际问题的线性规划模型往往是一般形式的，而在求解或者分析模型时需要标准形式

或者规范形式，这就需要把一般形式的线性规划转化为标准形式或者规范形式。模型形式

的转化主要是把不符合要求的格式转化为符合要求的格式，如把自由变量转化为非负变量、

把不等式约束转化为等式约束及把求最大的目标转化为求最小的目标等。下面分别考虑变

量、目标和约束的转化问题。 

1. 变量转换 

为了保证模型等价，需要用非负变量替换自由变量，如果用一个非负变量无法保证模

型的线性，因而用两个非负变量的差来替换一个自由变量，即令自由变量
j j j

x x x   ，其

中
j j

x x 、 为非负变量。 

显然，如果
j j

x x  ，则 0
j

x  ；如果
j j

x x  ，则 0
j

x  ；如果
j j

x x  ，则 0
j

x  。这

样就把
j

x 的正负转化为
j

x 与
j

x 的大小关系。在模型中把所有的
j

x 用
j j

x x  替换，则可以减
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少一个自由变量，如果还有自由变量可用同样方法处理。 

2．目标转换 

一个函数的最大值与其相反数函数的最小值在同一个变量取值上达到，并且两个目标

值互为相反数，即max min   c x c x。在目标转化时对于max 
c x ，用min  c x 替换，

求得的最优解相同，而最优值互为相反数。 

3．约束转换 

约束的转换主要是需要把不等式转化为等式，在转化时用一个新的非负变量表示不等

式两边的差，用大的一边减去小的一边，通过变量非负约束来代替不等式约束。 

对于大于等于的不等式
1 1 2 2i i in n i

a x a x a x b  L ≥ ，令
1 1 2 2i i i in n i

s a x a x a x b    L ，则

0
i

s≥ 与不等式等价，约束可以写成 

1 1 2 2

0

i i in n i i

i

a x a x a x s b

s

  



L -

≥
 

对于小于等于的不等式
1 1 2 2i i in n i

a x a x a x b  L ≤ ，令
1 1i i i

s b a x  
2 2i in n

a x a x L ，

则 0
i

s≥ 与不等式等价，约束可以写成 

1 1 2 2

0

i i in n i i

i

a x a x a x s b

s

    



L

≥
 

引入的非负变量称为松弛变量，表示不等式的松紧性，当其等于 0 时不等式取等号，

当其大于 0 时不等式取严格大于号。对于两种不等式之间的转化，通过不等式两边同乘以

-1 就可以实现，一个等式等价于两个符号相反的不等式。 

提 示 

(1) 引入的非负变量和松弛变量的符号可以和模型原有变量一致，也可以用新的符号在

同一个模型中统一起来，一个符号不能表示两个变量。 

(2) 模型转化一般先转化变量，再考虑目标和约束。 

(3) 不等式转化为等式可以简单记为加上或减去一个非负变量，左边大则是减法，左边

小则是加法。 

例 2-3  把问题转化为标准形式。 

1 2

1 2

1 2

1 2

1

max

2 2

2 2
s.t.

5

0

x x

x x

x x

x x

x

 

 









≥

≤

≤

≥

 

解：该题目有一个自由变量，约束都是不等式，目标函数求最大，因而转化为标准形

式需要把自由变量化为非负变量，把目标变成最小，约束化为等式。首先引入两个非负变

量，即
3 4

x x、 ，令
2 3 4

x x x  ，代入规划变为 
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1 3 4

1 3 4

1 3 4

1 3 4

max ( )

2 ( ) 2

2( ) 2
s.t.

( ) 5

0 1,3,4
i

x x x

x x x

x x x

x x x

x i

  

  


 


 
 

≥

≤

≤

≥

 

然后目标函数乘负号，目标变为求最小，引入松弛变量
5 6 7

x x x、 、 ，约束变为等式，规

划为 

1 3 4

1 3 4 5

1 3 4 6

1 3 4 7

min

2 2

2 2 2
s.t.

5

0 1,3,4,5,6,7
i

x x x

x x x x

x x x x

x x x x

x i

 

    


   


   
  ≥

 

该规划即为标准形式的数学规划。 

 

延伸阅读 2-1 

线性规划的发展史 

20 世纪 30 年代，苏联科学院院士康托洛维奇写过一本书，讲述了解决经济问题的数学

方法，其中就有线性规划的论述，不过当时没有引起人们的注意。第二次世界大战开始以

后，一批在军队服役的英国科学家，为了保密，把他们的工作对外统称为线性规划，这个

名称一直沿用至今。其后在美国军队中也有了类似的机构，在美国空军服役的科学家丹齐

格(Dantzig，1914—2005)把他用来解决某些管理问题的方法加以总结，提出了单纯形算法，

这个算法一直保密。直到 1947 年丹齐格从军队离开，转任斯坦福大学的教授之后才公开发

表。康托洛维奇由于这方面的贡献获得诺贝尔经济学奖，丹齐格则被称为线性规划之父。 

线性规划之父的趣事 

据说丹齐格在开学的第一天，因故迟到了，看到黑板上写着两道题目，以为是老师留

的课外作业，就抄了下来。在做题的过程中，丹齐格感到很困难，他心想，第一天上课的

题目就不会做，后面的课还怎么上啊？便下定决心不做出这两道题就退学。最后用了几周

的时间才完成，为此他还特意向奈曼(Neyman，1894—1981)教授道歉。几周后的一个周末

清晨，丹齐格被一阵急促的敲门声吵醒，奈曼教授一进门就激动地说：“我刚为你的论文写

好一篇序言，你看一下，我要立即寄出去发表。” 丹齐格过了好一阵才明白奈曼教授的意

思：原来那是两道统计学中著名的未解决问题，他竟然当成课外作业解决了！后来谈到这

件事时，丹齐格感慨道：如果自己预先知道这是两道著名的未解决的问题，根本就不会有

信心和勇气去思考，也不可能解决它们。这个传奇故事说明：一个人的潜能是难以预料的，
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成功的障碍往往来自心理上的畏难情绪；一定要相信自己，保持积极的态度。 

第二节  可行区域与基本可行解 

为了寻找线性规划的求解方法，首先从简单的规划入手，寻找规律，然后再试图把规

律推广到一般情况。影响线性规划模型复杂程度的关键因素是变量的个数，只有一个变量

的线性规划过于简单，因而先考虑两个变量的问题。 

一、图解法 

考虑线性规划 

1 1 2 2

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

31 1 32 2 3

1 2

min

s.t.

, 0

c x c x

a x a x b

a x a x b

a x a x b

x x













≤

≤

≥

≥

 

由于只有两个变量，线性规划的解属于二维空间，因而可以在平面坐标系中把其可行

域表示出来，具体的方法如下。 

(1) 用坐标系的两个数轴分别表示两个变量
1 2

x x、 。 

(2) 两个变量的方程对应二维空间的直线，不等式对应二维空间的半平面，因而线性规

划的可行域是由半平面或直线的交集组成，如图 2-1 所示。 

 

图 2-1  线性规划可行域 

(3) 目标函数值是两个变量的函数，在三维空间里可以用平面表示，在二维空间里表示

相对困难。困难就在于目标函数值是不断变化的，因而先考虑目标函数值不变的情况，也

就是考虑目标函数值相等的点的分布。给定目标函数值就得到一个方程，对应二维空间里

的直线，该直线上的点对应规划目标函数值相等，所以称为等值线，如图 2-2 所示。 

当目标函数取不同的值时就可以得到不同的等值线，这些等值线相互平行，并且沿着

法线方向目标函数值逐步增加或减少。 
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图 2-2  线性规划等值线 

当等值线在可行域里沿着变好的方向移动时目标函数值会变好，因而希望尽可能地沿

着变好的方向移动，直到不能移动为止，也就是再移动就与可行域没有交点了，此时对应

的等值线与可行域的交点就是最优解，对应的目标函数值就是最优值。 

例 2-4  解线性规划 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

max

2 2

2 2
s.t.

5

, 0

z x x

x x

x x

x x

x x

  

 









≥

≤

≤

≥

 

解：由于该规划只有两个变量，因而考虑用图解法求解，具体步骤如下。 

第一步：建立坐标系，令两个坐标轴分别代表
1 2

x x、 。 

第二步：画出可行域。分别画出 3 个约束的半空间，对于第一格约束先画出半空间的

边界线，也就是方程 

1 2
2 2x x    

对应的直线，该直线把平面分成两部分，取
1 2

2 2x x ≥ ，判断的方法是固定
1

x 不变，让
2

x

变化时看
1 2

2x x 是增加还是减少，由于让
2

x 增加时
1 2

2x x 是减少的，因而取下半部分。同

理，可以画出其他两个约束，由于
1 2

0x x、 ≥ ，在第一象限，具体如图 2-3 所示。 

 

图 2-3  可行域 
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第三步：画出目标函数等值线。先令目标函数等于某个值，如取值为 2，在图 2-4 中画

出
1 2

2x x - 对应的直线，然后过原点画平行线，由于原点对应的目标函数值为 0，小于该

直线的值为 2，从原点到该直线的方向就是增加方向，如图 2-4 所示。 

 

图 2-4  等值线 

第四步：求最优解。由于问题是求最大，沿着增加方向移动等值线，确定最优解的位

置在两个边界线的交点 A 处，列出两条直线的方程，得方程组 

1 2

1 2

5

2 2

x x

x x

 


 - -
 

解该方程组得最优解为(1,4)，对应的最优值为 3。 

提 示 

(1) 对于两个变量的线性规划，其可行域可能是空的，或者无界，如在图 2-5 中把第一

个约束改为小于等于、第二个约束改为大于等于，则两个半空间在第一象限交为空集，如

把第三个约束去掉则约束无界，如图 2-6 所示。 

 

图 2-5  可行域为空集  

 

图 2-6  可行域无界 

(2) 线性规划可能没有最优解，在可行域为空集时肯定没有最优解，当可行域无界时可

能没有最优解，如对图 2-6 求
1 2

x x 最大时，等值线可以无限上移。 

在上面求解过程中可以发现，对于可行域内部的点，由于存在邻域使得其邻域内的所

有点都是可行解，因而沿任何方向平移都可以得到一个更好的可行解，因而其不可能成为

最优解。 

如果等值线与某个边界线平行且最优方向指向该边界线上，则边界线上每个解都是最
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优解，对应的两个顶点也是最优解。例如，在图 2-7 所示的可行域中求
1 2

x x 最大，则最优

解在
1 2

5x x  对应的线段上；否则的话最优解则在某一个顶点上或者最优解不存在，因而

可以得到以下重要结论： 

对于一个线性规划，如果最优解存在，则一定可以找到一个顶点是最优解。 

 

图 2-7  有无穷多个最优解 

顶点的个数是有限的，如果该结论对一般情况也成立，则为寻找最优解指明了方向。 

二、可行域的几何结构 

为了考虑一般线性规划的求解方法，首先需要给出一般情况下顶点的概念，这就需要

考虑线性规划可行区域的几何结构，下面以标准形式的线性规划为例考虑其可行域的几何

特征和求解算法。 

根据图解法可知，对于两个变量的线性规划，其可行域是由若干个直线围成的向外凸

出的区域，称这种类型的图形为凸集。凸集相对于其他集合而言其最大的特点是，对凸集合的

任意两点的连线段还在集合中，而非凸集合一定存在两个点其连线上的部分点不在集合中，如

图 2-8 所示。 

         

图 2-8  凸集与非凸集合 

因而有凸集一般的定义如下。 

定义 2-1  设 nSR 是 n维欧氏空间的点集，若对任意 x S y S 、 以及任意 [0,1] 都

有 

(1 )x y S     

就称 S 是一个凸集。 

定理 2-1  线性规划的可行域 
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{ , 0}D   ≥x Ax b x  

是凸集。 

定理 2-2  任意多个凸集的交集还是凸集。 

下面给出几个特殊的凸集。 

超平面，有 

{ }nH   Rx a x b  

半空间，有 

{ }nH   R ≥x a x b ； { }nH   R ≤x a x b  

多面凸集，有  

{ ; 1,2, , ; 1, 2, , }n

i i i i
S x b i p b i p p p q        R L L≥x a a x  

定义 2-2  设 S 为凸集， x S ，如果对任意 y z S、 和 0 1  ，都有 

(1 )x y z     

则称 x为 S 的顶点。 

给出定点的定义后，就希望能够把二维变量的结论推广到 n 维空间，也就是要回答以

下问题。 

问  题 

对于给定的线性规划： 

(1) 可行域顶点的个数是否有限？ 

(2) 最优解是否一定在可行域顶点上达到？ 

(3) 如何找到顶点？ 

由于上述定义是从集合的角度给出的，不具有可操作性，下面换一个思路，从解方程

组的角度重新定义顶点。 

三、基可行解与基本定理 

1. 基本设定 

考虑标准形式的线性规划，即 

min

s.t.
0





 ≥

c x

Ax b

x

 

其中 , ,n m m n  R R R
-、x c b A ，并且假定可行域 { ,nD   Rx Ax b 0}≥x 不空。由于

有可行解，所以方程组 Ax b有解，根据线性代数可知 

( ) ( )r rA A b  

如果 ( )r mA ，则 
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( )r mA b  

此时存在多余的等式，可以去掉多余约束。因而假设系数矩阵 A 是行满秩的，即

( )r mA 。 

2. 基可行解 

对于新的问题，人们首先想到的是转化为已有的问题解决，求解超过两个变量的线性

规划时人们也想到是否能转化为两个变量的问题，也就是要减少变量个数。显然，对于标

准形式的线性规划，通过解方程组可以用部分变量表示另一部分变量，可以实现减少变量

的目的。 

考虑以下线性规划，即 

1 1 2 2

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

1 2

min

s.t.

, , , 0

n n

n n

n n

m m mn n m

n

c x c x c x

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

x x x

  

   


   


    



L

L

L

M

L

L ≥

 

利用消元法，通过行的初等变换可以把线性规划的等式约束变成 

1 1 1 1 1 1

2 2 1 1 2 2

1 1

m m n n

m m n n

m mm m mn n m

x a x a x b

x a x a x b

x a x a x b

 

 

 

    


   


    

L

L

M

L

 

或写成 

1 1 1 1 1 1

2 2 2 1 1 2

1 1

m m n n

m m n n

m m mm m mn n

x b a x a x

x b a x a x

x b a x a x

 

 

 

 





 

L

L

M

L

- - -

- - -

- - -

                      (2-4) 

变量
1 2
, , ,

m
x x xL 由变量

1 2
, , ,

m m n
x x x

 
L 表示出，给定

1 2
, , ,

m m n
x x x

 
L 的取值就可以得到

1 2
, , ,

m
x x xL 的取值，对应的解必然满足方程组，如果满足则

1 2
, , , 0

n
x x xL ≥ 就是线性规划的

可行解。把表达式代入规划的目标函数，就会变成 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

( ) ( )

( ) ( )

m m n n m m mm m mn n m m n n

m m m m mm m m n m mn n n

c b a x a x c b a x a x c x c x

c b c b c a c a c x c a c a c x

     

   

    

           

L L L L

L L L L

- - - - - -
 

该函数是
1 2
, , ,

m m n
x x x

 
L 的函数，记

1 2
, , ,

m m n
x x x

 
L 的系数为

1 2
, , ,

m m n
  

 
L ，即 

1 1 1 1 1 1

1 1

m m m mm m

n n m mn n

c a c a c

c a c a c





   
   

   

L

M

L
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在求线性规划问题时目标函数的常数项可以不写，对应的最优解相同，求出最优解后

在最优值上再加上常数项即可，因而规划等价于 

1 1

1 1 1 1 1

2 1 1 2 2

1 1

1

min

s.t.

, , 0

m m n n

m m n n

m m n n

mm m mn n m

m n

x x

a x a x b

a x a x b

a x a x b

x x

 
 

 

 

 



  

  


 




 



L

L

L

M

L

L

≤

≤

≤

≥

 

从而把规划变成一个只有 n m 个变量的问题，如果约束比变量少两个，就可以用图解

法求解。 

提 示 

(1) 被表示出的变量不一定是前 m 个，但可以通过调整变量符号让其变为
1 2
, , ,

m
x x xL ，

为了便于说明问题，下面总是设定被表示出变量为
1 2
, , ,

m
x x xL 。 

(2) 消元法的结果也不是唯一的，也就是说表达式不唯一，但对应的可行解集合是唯一

的，只不过使用不同的分量来表示。 
 

对于式(2-4)，有一个特殊的解，也就是令
1 2
, , ,

m m n
x x x

 
L 都等于零，代入该表达式可得 

1 1

2 2

m m

x b

x b

x b

 





 

M
 

对应的解
1 2

( , , , ,0, ,0)
m

b b b L L 是由表达方式唯一确定的，不同的表达方式对应不同的

解，这个解就称为基解。如果
1 2

( , , , ,0, ,0) 0
m

b b b L L ≥ ，则称为基可行解。对应的变量

1 2
, , ,

m
x x xL 为基变量，记为

B
x ，

1 2
, , ,

m m n
x x x

 
L 为非基变量，记为

N
x 。 

基变量对应约束等式的系数组成的矩阵称为基阵，记为 B ，显然B 是可逆方阵。剩余

各列组成的子阵记为 N ，则 ( , )A B N 。对应的方程可以写为 

B N
 Bx Nx b  

根据矩阵运算的规则可知，行的初等变换等价于左乘一个可逆矩阵，而消元法的结果

是使基变量的系数由 B 变为了单位矩阵，因而等价于左乘了 1
B ，左乘 1

B 后上式变为 
1 1

B N

  x B Nx B b  

即 
1 1

B N

  x B b B Nx  

令
N

x =0，同样可以得到基解 

1

0

 
  
 

B b
x  
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求解基解也可以直接从基阵入手，先确定系数矩阵的 m 个线性无关列组成一个可逆方

阵，然后方程组两边左乘其逆矩阵，按上式计算即可。 

例 2-5  考虑问题。 

1 2

1 2 3

1 2 4

1 2 5

min

2 2

2 2
s.t.

5

0  1,2,3,4,5
j

z x x

x x x

x x x

x x x

x j

 

   


  


  
  ≥

 

系数矩阵 

2 1 1 0 0

1 2 0 1 0

1 1 0 0 1

  
 

 
 
  

A  

基阵为 

1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
 


 
  

B      
2

2 0 0

1 1 0

1 0 1

 
 


 
  

B  

对应的基解分别为 1 (0,0,2,2,5)x 和 2 ( 1,0,0,3,6) x ，其中 1
x 是基可行解， 2

x 不是

基可行解。 

如果 1 0 B b ，则称该基可行解为非退化的，如果一个线性规划的所有基可行解都是非

退化的，则称该规划为非退化的。 

可以证明基可行解就是线性规划可行域的顶点，而且二维空间顶点的性质在 n 维空间

也是成立的，有以下定理。 

定理 2-3  一个线性规划，如果有可行解，则至少有一个基可行解。 

该定理说明，只要有可行解就一定有基可行解，当然如果没有可行解也就不会有最优

解，问题就不用求了。 

定理 2-4  一个可行解 x 是基可行解的充分必要条件是 x 是可行集合的顶点。 

该定理说明，基可行解和顶点是等价的概念，顶点对应着基可行解，基可行解也对

应着顶点。 

定理 2-5  一个线性规划如果有有限的最优值，则一定存在一个基可行解是最优解。 

由于只要有最优解就一定存在基可行解是最优解，该定理说明，可以在基可行解里面

找最优解。由于一个基可行解对应一个基阵，而基阵是系数矩阵 A 的 m 阶子阵，所以其个

数不会超过 m

n
C ，一般会比这个数小。因而从基可行解里找最优解会比在连续区域找最优解

简单很多，剩余的问题是如何求最优的基可行解。 

提 示 

(1) 基可行解由基变量或基阵唯一确定，只要确定基变量，其对应约束矩阵的列就构成
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基阵，由基阵就可以计算出基可行解。 

(2) 对于退化的问题，一个顶点可能对应多个基可行解，此时各变量取值相同，但基变

量不同，对应的基变量取值为 0。 

(3) 定理 2-5 说明，如果有最优解则一定存在基可行解是最优解，反过来最优解不一定

都是基可行解，如对于图解法中当等值线与边界线平行时会有无穷多个最优解。 

第三节  单纯形算法 

求解最优基可行解的单纯形算法是用迭代算法，基本想法如下。 

先找出一个基可行解，然后判断是否是最优解，如果是最优解就停止，如果不是最优

解就按照某种规则找到一个新的基可行解或者说明该规划没有最优解。 

实现上述想法需要解决以下 3 个技术问题。 

(1) 初始可行解，第一个基可行解。 

(2) 最优性条件，判断基可行解是最优解的条件。 

(3) 迭代规则，从一个基可行解得到另一个基可行解的方法。 

有些问题的基可行解很容易观察出来。例如，当右端向量大于等于 0，并且系数矩阵中

含有单位矩阵时，以单位矩阵对应的分量为基变量，就可以得到一个基可行解。因而本节

先考虑第二、三两个技术问题。 

一、最优性条件 

给定一个基可行解 x ，对应的可行基为B ，则等式约束变为 
1 1

B N

  x B Nx B b  

称上式为该基可行解的典式。基变量可以用非基变量表示，即 
1 1

B N

  x B b B Nx  

为了判断基可行解是否是最优解，需要考虑目标函数，把上式代入目标函数，有 

B B N N

   c x c x c x  

                               1 1

B N N N
( )    c B b B Nx c x  

                               1 1

B B N N
( )     c B b c B N c x  

令 1

N B N

   c B N c ，
B

0 ，则 1

B N N

    c x c B b x 。 

基可行解对应的非基变量等于 0，确定该基可行解在什么情况下是最优解，也就是问在

变量非负限制下，什么条件下
N

0x  时 1

B N N
x    c x c B b  最小？ 

显然对于一个不小于零的变量，只有其系数是大于等于零的，对应的线性函数才会在

其取值为 0 的时候达到最小。也就是说，如果
N

0≤ ，对所有
N

0x ≥ 的取值有 

N N
0 ≥x  

此时基可行解对应的
N

0x  ，使得
N N

x 达到了最小值，因而可得出以下定理。 
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定理 2-6  如果
N

0≤ ，则基可行解 x 为线性规划的最优解。 

N
 是检验基可行解是否是最优解的依据，称其为检验数。对于给定的基可行解，计算

出其检验数，如果检验数小于等于 0，则可以判断该基可行解就是最优解。 

二、迭代规则 

如果检验数不满足小于等于 0 的条件，则至少有一个分量是大于 0 的，不妨设第 k 个分

量 0
k
  ，则当 0

k
x ≥ 增加时，

k k
x- 就会变小，对应的目标函数就会减少。 

对于有多个检验数大于零的基可行解，如果检验数大于 0 的非基变量都增加，会使问

题分析起来变得复杂，这里只让一个检验数大于 0 的非基变量增加，其他的非基变量还都

取值为 0，比较新的解与基可行解的目标函数值的变化。 

基可行解的目标函数值为 1

B

 
c B b，当第 k 个非基变量 0

k
x ≥ 改变而其他非基变量不变

时，目标函数变为 1

B k k
x  c B b  ，对应的基变量取值为 

1 1 1

2 2 2

k k

k k

m m mk k

x b a x

x b a x

x b a x

 





 

M

-

-

-

 

由于 0
k
  ， 0

k
x ≥ 越大对应的目标函数越小。从目标函数的角度希望

k
x 尽可能大，但

必须满足可行约束，也就是必须使变量大于等于 0。对于基可行解
1 2

( , , , ,0, ,0) 0
m

b b b L L ≥ ，

如果某个 0
ik

a ≤ ，则 0
ik k

a x ≤ ，
i i ik k

x b a x  必然大于等于 0，如果对所有的基变量对应的

0
ik

a ≤ ，则
k

x 增加后基变量都满足大于等于零，对应的解还是可行解，因而
k

x 可以无限增

加，对应的目标函数值可以无限减少，线性规划就不会有最小的可行解，即有下面的定理。 

定理 2-7  如果基可行解的第 k 个非基变量的检验数 0
k
  ，而该非基变量在典式中的

系数都小于等于 0，则线性规划没有最优解。 

根据上述定理，对于给定基可行解，如果存在一个非基变量，其检验数大于 0，而典式

中对应的系数都小于等于 0，则可以判断线性规划没有最优解，可以停止计算。 

如果对于某个非基变量，其检验数大于零，但典式中的系数不是都小于 0，也就是说，

存在 0
ik

a  ，则
k

x 就不能无限增加，因为要保证基变量 0
i i ik k

x b a x  ≥ ，则要求 

i

k

ik

b
x

a
≤  

如果有在典式中
k

x 的系数有多个大于 0 的，则对于对应的每个基变量都要求取值大于

等于 0，因而都要求
k

x 小于等于对应右端取值和系数的比值，即要求 

min 0 1,2, ,i

k ik

ik

b
x a i m

a

 
  

 
L≤  

假设最小值是第 l 个基变量
l

x 对应的比值，即 

min 0  1,2, ,i l

ik

ik lk

b b
a i m

a a

 
   

 
L  
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令 l

k

lk

b
x

a
 ，则基变量

l
x 的取值就会变成 0，其他基变量的取值变为 l

i i ik

lk

b
x b a

a
  ，其

他非基变量的取值依然为 0，这样就可以得到一个新的可行解。可以证明该可行解是一个基

可行解，与原有基可行解相比较，
k

x 由非基变量变成基变量，称为入基变量。
l

x 由基变量

变为非基变量，称为出基变量。 

定理 2-8  对于给定的基本可行解 x ，若向量 的第 k 个分量 0
k
  ，而向量 1

k
A

B 至少

有一个正分量，则可以找到一个新的基本可行解 x̂ 。 

新的基可行解的目标函数值为 1

B

l

k

lk

b

a

  c B b  ，如果 0
l

b  ，则目标函数值会严格下降。 

三、算法步骤 

首先给出一个基可行解，然后计算出其检验数和典式，如果检验数小于等于 0，则该基

可行解就是最优解；否则取一个检验数大于 0 的非基变量作为入基变量。检查典式中该变

量的系数，如果所有的系数都小于等于 0，则该数学规划没有最优解。如果存在大于 0 的系

数，则在系数大于 0 的行中取右端向量与入基变量的系数的比值最小者，把该行对应的基

变量作为出基变量，就可以得到一个新的基可行解。计算新的基可行解的检验数和典式，

重复上面的过程，如果问题是非退化的，则每次代换后目标函数会严格下降，从而基可行

解不会重复。由于基可行解的总数有限，所以当给定一个初始基可行解后，经过有限步必

然可以得到一个最优基可行解或者说明问题无最优解，因而可以得到一个求线性规划的算

法。具体步骤如下。 

步骤 1：找一个初始基可行解。 

步骤 2：求出基可行解的典式和检验数。 

步骤 3：求 max{ 1,2, , }
k j

j n   L 。 

步骤 4：如果 0
k
 ≤ 则该基可行解就是最优解，停止；否则转步骤 5。 

步骤 5：如果 1 0
k

A ≤B ，则问题无最优解，停止；否则转步骤 6。 

步骤 6：求 ˆ ˆ ˆmin{ / 0, 1,2, , } /
i ik ik r rk

b a a i m b a    L 。 

步骤 7：以
k

X 替代
r

X 得到一个新的基可行解，转步骤 2。 

该算法是基于基可行解的算法，称为单纯形算法。 

提 示 

(1) 如果有多个检验数大于 0 的非基变量，一般是选择检验数最大的非基变量作为入基

变量，这样会使入基变量增加相同的值时目标函数减少量会最大。但不是必须选最大的，

也可以选择其他检验数大于 0 的非基变量。 

(2) 计算 ˆ ˆmin{ / 0, 1,2, , }
i ik ik

b a a i m    L 的目的是保证改变以后的基解还是可行解，

也就是基变量取值还大于等于 0，如果有多个同时达到最小，只选其中一个作为出基变量。 

(3) 不同选择可能迭代次数不同，如果最优解唯一，最后得到的结果应该是一样的；如
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果最优解不唯一，最后得到的最优解不一定相同，但最优值一定相等。 

(4) 对于退化的问题，为了避免循环，选择出基变量和入基变量时可以选择第一个符

合条件的。 

四、单纯形表 

单纯形算法的主要计算问题就是典式和检验数的计算，从一个基可行解的典式到另一

个基可行解的典式改变的因素不是很多，因而可以利用原来典式的信息求新的典式，这就

是单纯形算法的核心。 

为了便于计算典式和检验数，用一个表格来描述基可行解的典式和检验数，整个计算

过程也可以在表上进行，则称描述基可行解的典式和检验数的表格为单纯形表。下面以具

体实例为例说明具体的处理方法。 

假设基可行解的基
1 2

( , , , )
m

A A A LB ，其对应的单纯形表如表 2-2 所示。 

表 2-2  单纯形表 

基变量     
1

x  … 
r

x  … 
m

x   
1m

x


 … 
k

x  … 
n

x   

     0       0        0     
1m




     
k
       

n
  

1

B

 
c B b  

1
x  

M 

r
x  

M 

m
x  

    1                        
1 1m

a


 … 
1k

a  … 
1n

a  

    M       M        M       M       M        M 

         1               
1rm

a


 … 
rk

a  …   
rn

a  

 M       M       M       M        M        M 

     1      
1mm

a


 … 
mk

a  …   
mn

a  

1
b  

M 

r
b  

M 

m
b  

单纯形分成 3 行 3 列，第一列写基变量，第一行第二列写出所有的变量名称，第一行

第三列空，第二行第二列写基可行解的检验数，第二行第三列写基可行解的目标函数值，

第三行第二列写典式左端的变量系数，第三行第三列写典式右端常数。 

初始基可行解的单纯形表计算可以按照下列方法。 

(1) 首先把线性规划的目标函数系数的相反数写在第二行第三列变量对应位置，第二行

第三列填写 0，把约束矩阵和右端向量分别写在第三行，如表 2-3 所示。 

表 2-3  初始数据表 

基变量    
1

x  …  
r

x  … 
m

x    
1m

x


 … 
k

x  … 
n

x   

    
1

c-      
r

c-     
m

c-    
1m

c


-     
k

c       
n

c  0 

1
x  

M 

r
x  

M 

m
x  

   
11

a       
1r

a       
1m

a       
1 1m

a


… 
1k

a  …   
1n

a  

   M        M        M       M        M        M 

   
1r

a       
rr

a       
rm

a       
1rm

a


…… 
rk

a  …   
rn

a  

   M        M        M       M        M        M 

   
1m

a       
mr

a       
mm

a       
1mm

a


… 
mk

a  …   
mn

a  

1
b  

M 

r
b  

M 

m
b  
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(2) 通过行的初等变换把基变量对应约束的系数变为单位向量，假设基变量为前 m 个，

如表 2-4 所示。 

表 2-4  初始单纯形表 

基变量  
1

x  … 
r

x  … 
m

x   
1m

x


 … 
k

x  … 
n

x   

  0       0        0     
1m




     
k
       

n
  

1

B

 
c B b  

1
x  

M 

r
x  

M 

m
x  

 1                        
1 1m

a


 … 
1k

a  … 
1n

a  

 M       M        M       M       M        M 

   1               
1rm

a


 … 
rk

a  …   
rn

a  

 M       M       M       M        M        M 

     1      
1mm

a


 … 
mk

a  …   
mn

a  

1
b  

M 

r
b  

M 

m
b  

 

(3) 典式的每行乘以对应基变量的目标函数系数加到单纯形表的第二行中，就可以得到

检验数和基可行解的目标函数值，也就是基可行解对应的单纯形表。 

对于给定的基可行解，首先看第二行检验数是否都小于等于 0，如果是就停止，当前基

可行解就是最优解；否则就选择一个检验数大于 0 的非基变量作为入基变量。如取
k

x 为入

基变量，则看其对应的列中典式检验数是否都小于等于 0，如果是线性规划就没有最优解，

停止运算；否则计算 ˆ ˆmin{ / 0 1,2, , }
i ik ik

b a a i m    L， ，假设第 r 行对应的比值最小，则确

定该行对应的基变量，让其作为出基变量，则可得一新的基可行解，如表 2-5 所示。 

表 2-5  转轴表 

基变量  
1

x  … 
r

x  … 
m

x    
1m

x


 … 
k

x  …  
n

x   

  0        0        0     
1m




     0
k
      

n
  

1

B

 
c B b  

1
x  

M 

r
x  

M 

m
x  

 1                        
1 1m

a


… 
1k

a  …    
1n

a  

 M       M        M      M        M         M 

         1                 
1rm

a


… 
rk

a  …  
rn

a  

 M       M       M       M         M        M 

     1      
1mm

a


… 
mk

a  …  
mn

a  

1
b  

M 

r
b  

M 

m
b  

 

新基可行解单纯形表的计算是在现有单纯形上进行的，只需通过行的初等变换把第 k 列

第 r 行交叉位置的元素变成 1，把第 k 列其他元素变成 0 即可。具体方式如下。 

(1) 首先第 r 行每个元素都除以
rk

a ，把第 k 列第 r 行交叉位置的元素变成 1，如表 2-6

所示。 

(2) 每一行减去第 r 行乘以该行第 k 列的数，把该行第 k 列的数变为 0，就可以得到新

基可行解的单纯形表，如表 2-7 所示。 
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表 2-6  消元法表 

基变量  
1

x  … 
r

x  … 
m

x   
1m

x


 …  
k

x  … 
n

x   

  0        0        0     
1m




      0
k
     

n
  

1

B

 
c B b  

1
x  

M 

k
x  

M 

m
x  

 1                        
1 1m

a


…  
1k

a  … 
1n

a  

 M       M        M       M         M        M 

   
1

rk
a

             1rm

rk

a

a

 …  1 … rn

rk

a

a
 

 M        M       M     M         M        M 

     1      
1mm

a


…  
mk

a  … 
mn

a  

1
b  

M 

r

rk

b

a
 

M 

m
b  

 

表 2-7  新单纯形表 

基变量  
1

x  … 
r

x  … 
m

x  
1m

x


 … 
k

x  … 
n

x   

  0  … -
k
 /

rk
a … 0    

1
ˆ
m



 …   0 … ˆ

n
  

1

B
ˆ 

c B b  

1
x  

 

k
x  

 

m
x  

 1       
1

ˆ
r

a            
1 1

ˆ
m

a


 … 0 … 
1

ˆ
n

a  

 M      M     M   M        M        M 

 1/
rk

a             
1

ˆ
rm

a


 … 1 … ˆ
rn

a  

   M     M    M     M    M        M 

 ˆ
mr

a     1       
1

ˆ
mm

a


 … 0 … ˆ
mn

a  

1
b̂  

M 

ˆ
r

b  

M 

ˆ
m

b  

 

其中， ˆ /
ij ij rj ik rk

a a a a a  ( 1,2, , , , )i m i r j k  L ； ˆ /
rj rj rk

a a a ， ˆ /
r r rk

b b a ， ˆ
i i

b b   

/
ik i rk

a b a 。 ˆ /
j j rj k rk

a a    ； 1 1

B B
ˆ /

r k rk
b a    c B b c B b 。 

提 示 

(1) 在单纯形表中基变量对应的检验数一定是 0，典式中的系数是单位向量，典式的右

端常数必然是大于等于 0。 

(2) 在单纯形表中不要求基变量都在前 m 个，每个基变量对应典式中一行，基变量对应

行就是基变量对应列中等于 1 的那一行，基可行解对应基变量的取值就是对应行右端常数。 

(3) 如果某个基变量对应取值等于 0，也就是出现退化的情况，继续按算法规则计算，

如果出现循环就按避免循环的方法处理。 

例 2-6  求解线性规划。 

2 3

1 2 3

2 3 4

2 3 5

min 2

2 2

3 1
s.t.

2

0  1,2, ,5
j

x x

x x x

x x x

x x x

x j

 

  


  


  
  L≥

 

以
1

x 、
4

x 和
5

x 为基变量可以得到初始基可行解 (2,0,0,1,2) ，对应的单纯形表如表 2-8
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所示。 

表 2-8  单纯形表 

基变量 1
x  

2
x  

3
x  

4
x  

5
x   

 0 1 -2 0 0 0 

1
x  1 -2 1   2 

4
x   1 -3 1  1 

5
x   1 -1  1 2 

 

由于
2

1 0   ，所以该基可行解不是最优解，同时系数矩阵该列有大于 0 的元素，所

以取
2

x 为入基变量。计算
1 2

min , 1
1 1


 

  
 

，所以取第二个约束对应的基变量
4

x 为出基变量，

就可以得到一个新的基可行解，在表 2-8 中，把
2

x 对应的列变成单位向量，系数矩阵第 2

行对应的元素为 1，则可以得到该基可行解的单纯形表如表 2-9 所示。 

表 2-9  新单纯形表(1) 

基变量 1
x  

2
x  

3
x  

4
x  

5
x   

 0 0 1 -1 0 -1 

1
x  1 0 -5 2 0 4 

2
x  0 1 -3 1 0 1 

5
x  0 0 2 -1 1 1 

由于
3

1 0   ，所以该基可行解不是最优解，同时系数矩阵该列有大于 0 的元素，所

以取
3

x 为入基变量。计算
1

2
  ，所以取第 3 个约束对应的基变量

5
x 为出基变量，就可以得

到一个新的基可行解。在表 2-9 中，把
3

x 对应的列变成单位向量，系数矩阵第 3 行对应的

元素为 1，则可以得到该基可行解的单纯形表如表 2-10 所示。 

表 2-10  新单纯形表(2) 

基变量 1
x  

2
x  

3
x  

4
x  

5
x   

 0 0 0 -1/2 -1/2 -3/2 

1
x  1 0 0 -1/2 5/2 13/2 

2
x  0 1 0 -1/2 3/2 5/2 

3
x  0 0 1 -1/2 1/2 1/2 

由于检验数都小于等于 0，所以该基可行解就是最优解，对应的最优解为

(13/ 2,5/ 2,1/ 2,0,0) ，最优值为 3/ 2 。 

第四节  初始基可行解 

初始基可行解一般不能直接给出，需要用一些方法求出。主要的方法有两阶段法和大

M 法，下面主要介绍两阶段法。 
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一、辅助规划 

考虑线性规划 

min

s.t.





 0≥

c x

Ax b

x

                               (2-5) 

不妨假设 0≥b ，如果某一个元素小于 0，该方程两边乘以-1 后可以使右端数变成正数。 

如果系数矩阵 A 中包含单位矩阵，令单位矩阵的列对应的变量为基变量，其他变量为

非基变量，则可以得到一个基解，基变量对应取值为 b 。由于 0≥b ，所以该基解是基可

行解。 

如果系数矩阵 A 中不包含单位矩阵，为了寻找初始基可行解，在每个约束后面加上一

个新的变量，则新的系数矩阵后面就会包含一个单位矩阵，记新引入的变量为
1 2
, , ,

m
y y yL ，

则约束变为 

s.t.
0, 0x y

 

 ≥ ≥

Ax y b
                             (2-6) 

其系数矩阵为 ( , )A I 。对于满足该约束的可行解 ( , )x y ，如果新增变量 y 取值为 0，则原

有变量 x的取值就是规划式(2-5)的可行解；反之，对于规划式(2-5)的任意可行解，令 y 取值

为 0，则可得约束式(2-6)的可行解。因而找规划式(2-5)的可行解等价于找约束式(2-6)的新增

变量 y 取值为 0 的可行解，由于 0y≥ ，因而 0y  是函数
1

m

i
i

y


 的最小值，以式(2-6)为约束、

1

m

i
i

y


 最小为目标，可得下列规划，即 

1

min

s.t.
0, 0

m

i
i

y

x y



 





≥ ≥

Ax y b
                            (2-7) 

线性规划式(2-7)称为原规划的辅助规划，称 y 为人工变量。 

二、第一阶段 

显然，如果原规划式(2-5)有可行解，则线性规划式(2-7)的最优值为 0；反之亦然。并且

x是规划式(2-5)的可行解的充分必要条件是 ( ,0)x 是辅助规划式(2-7)的最优解。如果用单纯

形算法求辅助规划，可以得到其最优基可行解。 

由于 0b≥ ，线性规划式(2-7)有可行解
0 
 
 b

，同时 0y≥ ，所以
1

0
m

i
i

y


 ≥ ，即问题的目标函

数有下界，所以该问题一定有最优解。以 y 的分量为基变量、x 的分量为非基变量，就可以

得到规划的初始基可行解
0 
 
 b

。利用单纯形算法求解该规划一定可以得到最优的基可行解，
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假设最优基可行解为
x

y

 
 
 

%

%
。如果最优值为 0，则 0y % ，所以 x%是式(2-5)的可行解。由于

x

y

 
 
 

%

%

是规划式(2-7)的基可行解，所以其非零分量对应系数矩阵的列向量线性无关。非零分量都

在 x 中，因而 x%的非零分量对应的系数矩阵的列向量也线性无关，所以 x%是线性规划式(2-5)

的基可行解，从而是原规划的初始基可行解。 

线性规划的最优基可行解一般会出现以下 3 种情况。 

(1) 最优值大于 0，则原问题没有可行解。 

(2) 最优值等于 0 且人工变量 y 全为非基变量，则此时 %x 是线性规划(2-5)的基可行解，

且基变量不变。在规划式(2-7)最优基可行解的单纯形表里删除 y 对应的列，同时计算出原

问题的检验数，就可以得到原问题初始基可行解的单纯形表。 

(3) 最优值等于 0且人工变量 y 中有分量为基变量，此时 %x 是线性规划(2-5)的基可行解，

但 x中基变量的个数不足，此时需要把人工变量中的基变量变成非基变量，而把 x 中的某些

非基变量变成基变量，对应的单纯形表也需要变换。具体方法如下。 

为了便于说明问题，假设辅助规划的最优基可行解对应的最后一个人工变量为基变量，

原变量中前 m-1 个分量为基变量，其单纯形表如表 2-11 所示。 

表 2-11  最优基可行解的单纯形表 

基变量 1
x  … 1m

x -  
m

x  … n
x  

1
y  … 1m

y


 
m

y   

 0 … 0 m
  … n

  
1n




 … 1n m


 
 0 0 

1
x  1 … 0 1 1m

a


 … 1n
a  

1 1n
a


 … 1 1n m

a
 

 0 1
b  

M M O  M M O  M M O  M M M 

1m
x -  0 … 1 1m m

a


 … 1m n
a


 

1 1m n
a

 
 … 1 1m n m

a
  

 0 1m
b


 

m
y  0 … 0 mm

a  … mn
a  

1mn
a


 … 1mn m

a
 

 1 m
b  

 

由于最优值为 0，所以每个人工变量的取值必然都为 0，
m

y 对应行的右端必然为 0，即

0
m

b  。 

如果在表 2-11 所示基变量
m

y 对应的行中， x 中的非基变量的系数都为 0 的话，则说明

原规划中该约束可以用其他约束线性表示出，也就是说，该约束是多余约束，与假设行满

秩矛盾，因而 x 中的非基变量的系数必然有不等于 0 的。 

此时在该行系数不等 0 的 x 的非基变量中任选一个，让其替代基变量
m

y 作为基变量，

就可以得到一个新的基可行解。由于上述单纯形表中该行右端的值 0
m

b  ，所以在进行行的

初等变换时，单纯形表的最后一列不变，也就是新基可行解的变量取值和目标函数值不变，

该解的目标函数值还是为 0，因而还是辅助规划的最优基可行解。如果该最优基可行解还有

人工变量是基变量，继续上述过程，直至所有的人工变量都变为非基变量。 
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提 示 

此时新最优基可行解的检验数不一定都小于等于 0，也就是说，检验数小于等于 0 是最

优基可行解的充分条件，而不是必要条件，在退化情况下，最优基可行解的检验数可能出

现大于零的情况。 

三、第二阶段 

总之，如果最优值等于 0，通过替换可以把人工变量的基可行解变成非基变量，最后可

以得到基变量全部在 x中的最优基可行解。此时把人工变量对应的列删除，同时把检验数一

行变成原问题系数的相反数，得到如表 2-12 所示的数据表。 

表 2-12  原始问题的数据表 

基变量 1
x  … m

x  
1m

x


 … n
x   

 -
1

c  … -
m

c  -
1m

c


 … -
n

c  0 

1
x  1 …  1 1

ˆ
m

a


 … 1
ˆ

n
a  

1
b  

M M  M M O  M M 

k
x  0 … 1 1

ˆ
mm

a


 … ˆ
mn

a  
m

b  

 

然后通过行的初等变换把基变量对应的检验数变为 0，即分别用基变量对应的行乘以目

标函数的系数，加在检验数那一行中，即可得到原问题的检验数和初始单纯形表，如表 2-13

所示。 

表 2-13  原始问题的初始单纯形表 

基变量 1
x  … m

x  
1m

x


 … n
x   

 0 … 0 1m



 … n

  
1

B

 
c B b  

1
x  1 …  1 1

ˆ
m

a


 … 1
ˆ

n
a  

1
b  

M M  M M O  M M 

k
x  0 … 1 1

ˆ
mm

a


 … ˆ
mn

a  
m

b  

以该单纯形表作为原规划初始单纯形表，利用单纯形算法就可以求解原规划。 

例 2-7  求解下面线性规划 

1 3

1 2 3 4

1 2 3 5

min 5 21

6 2

s.t. 2 1

0; 1,2,3,4,5
j

x x

x x x x

x x x x

x j



    


   
  

 

解：如果以
4

x 、
5

x 为基变量，则可以得到该问题的基解 (0,0,0, 2, 1)  ，不是可行解，

而其第一个基可行解不能直接给出，下面用两阶段法求解。 

首先引入人工变量，考虑问题 
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6 7

1 2 3 4 6

1 2 3 5 7

min

6 2

s.t. 2 1

0; 1,2,3,4,5,6,7
j

x x

x x x x x

x x x x x

x j



     


    
  

 

以
6

x 和
7

x 为基变量，可得第一个基可行解 (0,0,0,0,0,2,1) ，对应单纯形表如表 2-14

所示。 

表 2-14  辅助问题的初始单纯形表 

基变量 1
x  

2
x  

3
x  

4
x  

5
x  

6
x  

7
x   

 2 0 8 -1 -1 0 0 3 

6
x  1 -1 6 -1 0 1 0 2 

7
x  1 1 2 0 -1 0 1 1 

由于
3

8 0   ，所以该基可行解不是最优解，同时系数矩阵该列有大于 0 的元素，所

以取
3

x 为入基变量。计算
2 1 2

min ,
6 2 6


 

  
 

，所以取第一个约束对应的基变量
6

x 为出基变

量，就可以得到一个新的基可行解。在表 2-14 中，把
3

x 对应的列变成单位向量，系数矩阵

第一行对应的元素为 1，则可以得到该基可行解的单纯形表如表 2-15 所示。 

表 2-15  辅助问题的单纯形表 

基变量 1
x  

2
x  

3
x  

4
x  

5
x  

6
x  

7
x   

 2/3 4/3 0 1/3 -1 -4/3 0 1/3 

3
x  1/6 -1/6 1 -1/6 0 1/6 0 1/3 

7
x  2/3 4/3 0 1/3 -1 -1/3 1 1/3 
 

由于
2

4/3 0   ，所以该基可行解不是最优解，同时系数矩阵该列有大于 0 的元素，

所以取
2

x 为入基变量。计算
1 4

3 3
  ，所以取第二个约束对应的基变量

7
x 为出基变量，就

可以得到一个新的基可行解。在表 2-15 中，把
2

x 对应的列变成单位向量，系数矩阵第二行

对应的元素为 1，则可以得到该基可行解的单纯形表如表 2-16 所示。 

表 2-16  辅助问题的单纯形表 

基变量 1
x  

2
x  

3
x  

4
x  

5
x  

6
x  

7
x   

 0 0 0 0 0 -1 -1 0 

3
x  1/4 0 1 -1/8 -1/8 1/8 1/8 3/8 

2
x  1/2 1 0 1/4 -3/4 -1/4 3/4 1/4 
 

由于检验数都小于等于 0，所以对应的基可行解就是辅助问题的最优解，最优值为 0，

且人工变量都是非基变量，所以得到原问题的基可行解，对应的基变量为
2

x 和
3

x ，去掉人

工变量对应的列，把检验数换成原规划目标函数系数的相反数，如表 2-17 所示。 
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表 2-17  原问题的数据表 

基变量 1
x  

2
x  

3
x  

4
x  

5
x   

 -5 0 -21 0 0 0 

3
x  1/4 0 1 -1/8 -1/8 3/8 

2
x  1/2 1 0 1/4 -3/4 1/4 

 

把基变量
3

x 的检验数化为 0，即用其对应典式第一行乘以 21 加在检验数行，可得对应

的单纯形表如表 2-18 所示。 

表 2-18  原问题的初始单纯形表 

基变量 1
x  

2
x  

3
x  

4
x  

5
x   

 1/4 0 0 -21/8 -21/8 63/8 

3
x  1/4 0 1 -1/8 -1/8 3/8 

2
x  1/2 1 0 1/4 -3/4 1/4 

 

由于
1

1/ 4 0   ，所以该基可行解不是原问题最优解，同时系数矩阵该列有大于 0 的

元素，所以取
1

x 为入基变量。计算
3 1 1 1 1 1

min ,
8 4 4 2 4 2


 

  
 

，所以取第二个约束对应的

基变量
2

x 为出基变量，就可以得到一个新的基可行解。在表 2-17 中，把
1

x 对应的列变成

单位向量，系数矩阵第二行对应的元素为 1，则可以得到该基可行解的单纯形表如表 2-19

所示。 

表 2-19  原问题的最优单纯形表 

基变量 1
x  

2
x  

3
x  

4
x  

5
x   

 0 -1/2 0 -11/4 -9/4 31/4 

3
x  0 -1/2 1 0 -1/4 1/4 

1
x  1 2 0 1/2 -3/2 1/2 

 

由于检验数都小于等于 0，所以对应的基可行解就是原问题的最优解，最优值为 31/4，

对应的最优解为 (1/ 2,0,1/ 4,0,0)。 

提 示 

(1) 人工变量的个数根据需要添加，如果原规划系数矩阵中包含部分单位向量，则可以

少添加部分人工变量，只要能使系数矩阵中出现单位矩阵即可。 

(2) 辅助规划的目标函数是新增的人工变量之和，不含原有变量。 
 

延伸阅读 2-2 

线性规划的多项式时间算法 

线性规划问题小的只有几十到几百个变量，而大的问题则可能有几十万到几百万个变
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量，虽然计算机越来越快，总有解决不了的问题，因而从 20 世纪 50—60 年代数学家致力

于改进单纯形算法，使其能够解决越来越大的问题，这一时期是单纯形算法独领风骚的

时代。 

这一时期数学家开始思考算法的好坏，大致上说，计算机是通过有限的四则运算(加、

减、乘、除)来求得问题的答案，给定一个问题，计算机最多需要多少次运算才能解决该问

题呢？当然这与问题的规模有关，问题越大变量越多，需要的运算次数就越多。这种运算

次数与问题规模的依赖关系就成为判断一种算法好与坏的标准。按照这个标准，单纯形算

法是一个坏的算法，这一结论是由美国华盛顿大学的两位教授在 1971 年得出的。这在当时

的理论界引起了轰动，我们使用已久的单纯形算法竟然是个“坏”算法！ 

那么究竟有没有解决线性规划的好算法呢？1979 年一位名不见经传的苏联数学家哈奇

扬(L.G. Khachian)，发明了一种新算法来解决线性规划问题，他从理论上证明了这种椭球算

法是一种好算法，把线性规划有没有好算法的问题彻底解决了，当时的《纽约时报》刊登

了这一消息，哈奇扬本人也因此一炮走红。 

第五节  求 解 软 件 

学习单纯形算法是培养运筹学的基本理论素养，实际中的问题规模都比较大，一般不

会用单纯形算法进行人工计算，需要借助软件求解线性规划模型。 

求解线性规划的软件主要有三类：一类是专门求解数学规划的专业软件，如 LINGO 软

件；一类是科学计算软件，如 Matlab、Scilab 等；还有一类是通用数据分析与处理软件，如

Excel 的规划求解工具等。LinGo 等专业软件具有求解速度快、精度高等优点，Excel 具有适

用范围广、数据处理方便等优点，本节主要介绍 LINGO 软件和 Excel 的规划求解工具。 

一、LINGO 软件 

LINGO(Linear INteractive and General Optimizer，交互式的线性和通用优化求解器)由美

国 Lindo 系统公司(Lindo System Inc.)推出，可以用于求解数学规划，也可以用于一些线性和

非线性方程组的求解等，其功能十分强大，是求解优化模型的最佳选择。其特色在于内置

建模语言，提供十几个内部函数，可以允许决策变量是整数(即整数规划，包括 0、1 整数规

划)，方便灵活，而且执行速度非常快。 

1. 下载和安装 

LINGO 软件分为企业版和学生版，学生版可以在 Lindo 系统公司的网页

(http://www.lindo. com)上注册后通过邮件方式获得。学生版的功能和企业版相同，只不过求

解问题的规模有所限制，LINGO 9.0 学生版最多可以求解有 300 个变量和 150 个约束的规划

问题，其整数变量限制是 30 个，一般遇到的问题规模不会超过上述限制。 

下载后双击安装程序，就可以进入安装过程，安装过程中可以选择默认设置，安装后

会在桌面显示软件图标，单击图标可以进入程序。 
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2. 窗口与界面 

首次进入时会弹出 LINGO License Key 对话框，单击 Demo 按钮即可，如图 2-9 所示。 

 

图 2-9  输入序列号对话框 

随后出现几个对话框，单击 OK 按钮和第一个按钮就进入主页面，如图 2-10 所示。 

 

图 2-10  LINGO 主界面 

LINGO 软件的界面和一般软件的界面类似，只是增加了 LINGO 的命令菜单和按钮，

最常用的就是求解按钮，如图 2-11 所示。 

 

图 2-11  求解按钮 

3. 模型输入 

模型输入是求解模型的第一步，LINGO 模型的输入方式有两种，这里只介绍最简单的

模型输入方式，即直接书写方式。LINGO 模型的输入规则如下。 

(1) 要以“model:”开始，以“end”结束，在中间输入目标和约束。 

(2) 目标的输入以“max=”或“min=”开始，目标函数或约束输完后以“;”结束。 

(3) 变量的名称以字母开始，由字母、数字和-等符号组成。 

例如，考虑下列线性规划： 

求解按钮 
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1 2 3

1 2 3

1 3

1 2 3

min 3 2

2 15

2 5 18
s.t.

2 4 10

0 1,2,3
j

x x x

x x x

x x

x x x

x j

 

 





 
 

≤

≥

≤

≥

 

其模型输入为： 
 

model: 

min=3*x1+2*x2+x3; 

x1+2*x2+x3<=15; 

2*x1+5*x3>=18; 

2*x1+4*x2+x3<=10; 

End 
 

提 示 

(1)  LINGO 的输入必须在英文半角状态下输入。 

(2)  LINGO 没有下标，可以用字母后面跟数字表示。 

(3)  LINGO 没有≤或≥号，用<= 和>=分别代表两种不等号。 

(4) 在系数与变量之间要有“*”表示乘号。 

(5) 变量大于等于零为默认要求，不用输入。如果要输入自由变量，需要用函数@free( )

定义，每次只能定义一个。 

(6)  LINGO 内部函数必须以“@”开始。 

(7) 输入有上下界的变量用@BND(下界, 变量, 上界)。 

4. 结果输出 

单击求解按钮就会弹出如图 2-12 所示的对话框。 

 

图 2-12  模型报告对话框 

说明该模型的类型求解状态等信息，单击 Close 按钮就进入结果报告窗口，如图 2-13

所示。 
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图 2-13  结果输出窗口 

第一行说明该模型得到全局最优解；第二行给出最优值，中间部分介绍了模型的基本

参数。在右下角部分有 Variable 和 Value 列，下面分别对应变量和变量的最优取值，对应列

中模型最优解为 X1=0、X2=0、X3=3.6，最优值为 3.6。 

提 示 

本节只介绍了 LINGO 最简单的输入方式，该方式学习起来比较简单，但输入比较麻烦，

特别是当变量和约束比较多时。LINGO 还有一种集合输入方式，具体见附录一。该方法学

习起来比较难，但对于输入复杂的模型比较方便。 

二、Excel 的规划求解 

Microsoft Excel 是最常用的数据分析与处理软件，其使用方法见参考文献[12]。Microsoft 

Excel 中求解数学规划的工具是规划求解宏命令，一般在安装 Microsoft Excel 时不安装规划

求解宏命令，在首次使用前必须装载。 

装载宏命令的方法是在 Excel 的“工具”菜单中选择“加载宏”命令，会弹出图 2-14

所示对话框。 

 

图 2-14  “加载宏”对话框 


