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甚麼樣的矩形看上去最美 ?

普普通通的矩形竟然會有美醜之分？相信許多人看到這個問
題，都會產生這樣的疑惑。事實上，有位心理學家就曾做過一項
試驗，他精心設計了很多各種尺寸的矩形，請人從中挑選出自己
認為最美的矩形。結果有四個矩形得票最多，它們看上去邊長協
調而勻稱，能給人一種舒美的感受。經測量，它們的兩邊邊長比
分別為

8：5， 13：8， 21：13， 34：21。

這組矩形的長邊與短邊之比均為斐波那契數列的相鄰兩項之
比，十分接近黃金比。在數學上，就將長寬之比等於黃金比的矩
形稱為黃金矩形。太方正或太扁平的矩形顯然在視覺上不會帶來
太多美感，人們普遍認為長寬之比等於黃金比的矩形是所有矩形
中最有美感的。

如果從黃金矩形中截去以寬的長度為邊的正方形，剩下的部
分仍是一個黃金矩形。這一過程一直繼續下去，就得到一系列的
越來越小的黃金矩形，稱為黃金矩形套。如果我們在截取正方形

時在每個正方形內畫一個  圓弧，就可以得到一條與對數螺線非

常近似的曲線。

除了黃金矩形，幾何上還把腰長與底邊長之比為黃金比的等
腰三角形稱為黃金三角形（也就是頂角為 36° 的等腰三角形）；

長半軸 a 與短半軸 b 之比為黃金比的橢圓（ ）稱為黃

金橢圓；半焦距  與實半軸 a 之比為黃金比的雙曲線

（ ， a > b）稱為黃金雙曲線。這一系列賞心悅目的圖形

都有一個共通之處，那就是和黃金分割密切相關。（李大潛）

長寬之比等於黃金比的矩形看上去最美。
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巴特農神廟寬與高之比接近黃金比

為甚麼說生活中黃金分割無處
不在 ?

要把一條線段用最賞心悅目、最有意義的方式分開，你會把
這個分割點選在這條線段的甚麼位置呢？

在這條線段上的無數個點中，有一個非常特殊的點，把這條
線段分成兩個部分，其中較長部分與較短部分之比正好等於整條
線段與較長部分之比。這個比值就是黃金比，也稱為黃金分割，
常用 ϕ 來表示，其數值為

1.618 033 988 7…

人們對黃金分割的認識有悠久的歷史。早在公元前 6世紀的古希
臘，畢達哥拉斯學派就研究過正五邊形和正十邊形，正五角星還是這
個學派的祕密標誌。這些圖形與黃金分割的關係極其密切。公元前 3
世紀問世的堪稱「數學第一書」的《幾何原本》，也是第一部流傳至今
的首次提到黃金分割的著作。

在很長一段歷史時期，黃金分割的觀點一直統治着西方建築美
學。古希臘的巴特農神廟，從外形看，寬與高之比就接近黃金比。

有經驗的報幕員在報幕時，往往不會站在舞台正中，而是站在
舞台的黃金分割點上，給觀眾留下更為協調的形象。拍照時，把人

黃金分割對數學、科技和藝術領域均有深遠影

響，且人體比例亦與黃金分割有密切關係。
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放在正中或太靠邊，都不是最佳的選擇，最佳的位置正是靠近黃金分割點的位置。就連莊嚴美麗的五
星紅旗上的五角星也 含着黃金分割：五角星的每條邊恰好被與之相交的另外兩邊所黃金分割。

令人驚訝的是，人體自身也和黃金分割密切相關。人體畫家和雕塑家認為，人的身高與其肚臍
高度之比接近於黃金比，肚臍高度與膝蓋高度之比也接近於黃金比。這大概就是標準身材的一個判
定標準吧！不信，大家可以自己測量一下。

有趣的是，首次給這種比例關係冠以「黃金」美稱的，正是意大利著名科學家、藝術家和工程
師達 •文西。在他的名作《維特魯威人》中，各種人體比例的依據也與黃金分割息息相關。這幅畫
的名稱是根據古羅馬傑出的建築家維特魯威的名字取的，這位建築家在他的著作《建築十書》中曾
盛讚人體比例和黃金分割。

多年來，圍繞黃金分割已經積累了非常多的文獻資料，很
多人認為它是理解所有形態學（包括人類解剖學）、藝術、建
築和音樂等的基礎。（李大潛）

達•文西的名作《維特魯威人》

微博士
黃金點

五角星中充滿了黃金點！黃金點

有一個重要性質就是：線段上的

黃金點的中心對稱點也是黃金點。

如果 P是線段 AB上的黃金點，
O是 AB的中點，則 P的中心對
稱點 P′也是 AB上的黃金點。所
以取定線段上的黃金點必成對出

現，且互為中心對稱點。更進一

步，P也是 AP′上的黃金點；P′
也是 PB上的黃金點。

A BP
0.382 0.618

P′O

黃金矩形套

b

b

a

a + b
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如何測量一條曲線的長度？

如果要測量一條直線的長度，只需要一把尺就可以了。如
果要測量一段曲線的長度，自然也需要用尺去量。如果知道尺的
長度為 s，量了 n 次，那麼，這段曲線的長度近似等於 ns。但
這只是一個近似值，而不是曲線真正的長度。因為在這個測量過
程中，忽略了每一小段曲線的彎曲，因此，測出的長度顯然要比
曲線的真實長度短一些。

要提高測量的精度，可以用更短的尺來測量曲線，這樣原來
被直線代替的那一段曲線上的一些彎曲部分也可以被測量出來，
因此測得的長度更接近曲線的真實長度。而且用的尺越短，測出
的長度越接近於曲線的真實長度。但不管怎樣，結果仍然是近似
值。要求出曲線的真實長度，必須讓尺長無限縮短直至趨向於 0。
這時，如果測出的長度越來越接近於某個確定的值，則這個值就
是所測曲線的真實長度。

對於一些常見的曲線，比如圓周、二次曲線的一段等，都可以
用上述方法計算其長度。這種測量或者計算曲線長度的想法，2000
多年前的阿基米德就在使用了。阿基米德為計算圓周率，用圓內接
正多邊形的周長來計算圓周長，實際上就是以圓內接正多邊形的邊
長作為尺長來測量圓周長，而測量的次數就是內接正多邊形的邊
數。記內接正 n邊形的邊長為 sn，則其周長為 nsn，這就是用長為
sn的尺測量圓周長所量出的長度。當內接正多邊形的邊數 n越來
越大，邊長 sn就越來越短，也就是尺長越來越短。因此，量出的
圓周長越來越精確。如果讓 n趨向於無窮大，或者尺長 sn趨向於
0，就可得到圓周的精確長度。

數學上，簡單地用直尺測量曲線長度並非總是行得通的，曲
線長度的數學定義要複雜得多，我們無法在這裏嚴格介紹，但其
總的思想是一樣的。（邱維元）

可利用直尺量度曲線的長度。如果尺的長度為 s ， 

量了 n 次，這段曲線的長度近似等於 ns 。
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用直尺測量曲線，尺越短測量

結果越精確

古希臘數學家阿基米德

自然界中的曲線



數學概論 7

為甚麼各個國家中小學都開設數學課？

因為數學教育能使學生表達清晰、思維有條理， 

使學生具有實事求是的態度、鍥而不捨的精神。
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的某些方面不太擅長。總之，只要你受過教育、懷有興趣，再加上一點才華，就總有那麼幾個數學領域
能讓你發揮才幹，做出切實而有用的貢獻。那或許不是數學中最輝煌的部分，但這其實是個正常的現象；
許多時候，平淡無奇的基本問題，到頭來卻比任何花哨的應用都更重要。再者，你在能夠染指某個領域
的著名問題之前，還是先得從這個領域裏不怎麼輝煌的部分着手；只要看看當今任何一位偉大數學家的
早期成就，就會明白這話的意思了。

對有的人來說，充沛的天才反倒會妨害他在數學上的長遠發展。比如，答案來得太過容易，他
可能就不會耗費精力去辛勤工作，提「傻」問題，或是拓寬知識面，長此以往，能力就會停滯不前。
另外，一旦習慣了簡單的成功，他可能就培養不出解決真正的難題所需的耐心了。才華固然重要，
但如何培養、發展才華才是更重要的。（陶哲軒）

香港放大鏡

香港的數學教育

在香港現行的教育制度下，數學

課在中小學均設為必修課。而在

中四至中六的高中課程中，數學

科分為必修部分及延伸部分。必

修部分為所有學生必須修讀的課

程。延伸部分為數學上表現較

佳，或對數學較有興趣的學生而

設。他們可從兩個單元：代數與

微積分（單元一）、微積分與統

計（單元二）中二擇其一。

作為基礎學科之一，數學是學校教育中最重要的課程，世界上
許多國家都將數學設為中小學的必修課，也是各種升學考試的必考科
目。除了數學知識的實用價值之外，數學教育更能使學生表達清晰、
思維有條理，使學生具有實事求是的態度、鍥而不捨的精神，使學生
學會用數學的思考方式去認識世界、解決問題。

具體來說，數學教育的主要價值在於：第一，掌握必要的數學
知識，為進一步學習其他知識打基礎、做準備；第二，掌握必要的數
學方法，用以解決自然與社會中普遍存在的數量化問題及邏輯推理問
題；第三，進行嚴密的思維訓練，潛移默化地培養學生「數學方式的
理性思維」，如抽象思維、邏輯思維等；第四，提供一種觀念，倡導
一種精神，做到胸中有數，說理有據。（張文俊）
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古希臘數學家是如何計算
地球周長的？

關於地球的形狀，古希臘學者有好幾種不同的觀點：有人認
為是平的，呈圓盤狀或長方形；但也有很多人正確地認為是圓球
體，因為他們判斷，月食時在月亮上出現的圓弧形陰影正是地球
的投影。時任亞歷山大城圖書館館長的著名數學家埃拉托色尼首
次嘗試用嚴格的數學方法計算地球的周長。

埃拉托色尼了解到，在每年的夏至日正午，太陽光直射到賽
因（現為埃及的阿斯旺）中一口深井的井底；與此同時，在距離
賽因正北約 5000 希臘里的亞歷山大城，太陽光線與地面垂直線

有 弧度（7.2°）的夾角。假設太陽光線是平行的，則根據計算

圓周的公式，地球沿着通過南北兩極的子午線周長為

周長 = 5000 × 2π ÷  = 250 000希臘里。

按雅典的長度單位， 1 希臘里等於 185 米，由
此得到地球的周長是 46 000多公里。按埃及長度單
位， 1 希臘里等於 157.5 米，地球周長約 39 000 多
公里。

現在人們已經精確地測量到，地球的子午線周
長是 40 008 公里。由此可見， 2000 多年前埃拉托
色尼的計算還是比較準確的。

埃拉托色尼的另一個重要數學貢獻是發明了篩選
素數的有效方法—後人稱之為「埃拉托色尼篩法」。

（善平）

埃拉托色尼利用太陽光線的角度大小及 

兩個城之間的距離求地球的周長。
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古希臘數學家計算地球周長示意圖

雅典衞城

跨學科連線
子午線 

唐代的天文學家一行主持了世界

上第一次地球子午線長度的實

測，開元十二年（724 年），一行
發起了一次大規模的天文大地測

量工作。他的團隊在 13 個位點上
測量北極星的地平高度（角度）和

正午時分八尺表的日影長度。一

行等人根據測量結果得出結論：

南北距離大約 351 里 80 步，北
極高度相差一度。這就是地球子

午線一度的球面距離。

物理

見《天文 II》

增潤知識
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為甚麼以 e為底的對數稱為
自然對數？

在中學教科書中，除了常用對數 log x 外，還有自然對數
ln x ，它表示以 e 為底的對數，這裏 e = 2.718 281 828…為甚麼把
以 e 為底的對數稱為自然對數呢？

在現代的教科書中，對數函數是按指數函數的反函數來定
義的，但歷史上並非如此。對數是蘇格蘭數學家約翰 • 納皮爾於
1614 年首先提出來的。納皮爾發明的對數可把兩個數的乘法運算
轉換成加法運算，從而大大簡化了當時天文、航海等科學領域中
遇到的繁雜計算問題。一個滿足下列性質的函數，稱為一個對數
函數：

y  = f (x) ， (x > 0)；
f (x1x2)  = f (x1) + f (x2) ， f (1) = 0 。

人們在尋求對數函數的過程中發現了下列一個事實：任意給定
一個正的常數 c，並在第一象限中考慮雙曲線 y = ， (x > 0)，如左
圖所示。

設 s 為任意一個正數，並把圖中陰影部分的面積記為 Lc(s) 。
我們約定當 s = 1 時，這個面積為 0；當 s > 1 時，其面積為正；而
當 s < 1 時，其面積為負。在這種約定下，函數 Lc(s) 就是一個對
數函數。

現在，我們把 c = 1 所對應的對數函數記為 y = L(s) 。當時有
人就把 L(s) 稱作自然對數，這是因為它是對數函數 Lc(s) 中最為
簡單的對數函數，為了便於計算，還可用它去表示其他對數函
數。實際上，早在納皮爾提出對數的第二年，有人就利用它編製

出了對數表，並附錄在納皮爾的書中。但當時人們並
不知道甚麼是常數 e ，也沒有「對數函數的底」這個
概念。

到了 18 世紀，歐拉把對數函數與指數函數聯繫
起來，將對數函數看成指數函數的反函數，這時才有
了對數函數的底這個概念。歐拉還發現，被人們稱作
自然對數底的數恰好就是常數 e 。（李忠）

當有了對數函數的底的概念後，歐拉發現被人們

稱作自然對數底的數恰好就是常數 e。

031
科學偉人
約翰•納皮爾（John Napier)

約翰 •納皮爾（1550 – 1617）是蘇
格蘭數學家、物理學家兼天文學

家。出身於蘇格蘭貴族家庭。他

最為人所熟知的是發明了對數。

納皮爾發表的一篇論文裏討論了

一種計算乘法的簡便方法，並且

介紹了後來被稱為「納皮爾算籌」

或「納皮爾的骨頭」的計算器。另

外他對小數點的推廣也有貢獻。

1590年，納皮爾開始研究對數。
1614年和 1619年，納皮爾分別
出版了《奇妙的對數定理說明書》

和《奇妙對數定

律的構造》，

引起了人

們的廣泛

興趣。

1617 年納皮爾製作的計算裝置，由 1 個底座和幾

根柱子組成，可把乘法運算轉換為加法運算，把除

法運算轉換為減法運算

第一象限中的雙曲線 y = c
x

y

O 1 s

y = c
x

Lc(s)
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如何有效尋找質數 ?

取一個正整數 x，如何才能找出不超過 x的所有質數呢？有
一種方法叫作埃拉托色尼篩法，又稱愛氏篩，其歷史可以上溯到
古希臘時期。

埃拉托色尼篩法的步驟如下：

第一步，列出從 2到 x的所有整數，保留 2，劃去所有 2的倍數。
第二步，在剩餘的數列中，緊跟着 2的質數是 3；保留 3，劃

去所有 3的倍數。
第三步，在剩餘的數列中，緊跟着 3的質數是 5；保留 5，劃

去所有 5的倍數。
如此下去，最後一步是，在倒數第二步的剩餘數列中，保留

最接近且不超過 的那個質數，劃去這個質數的所有倍數。

這樣，剩下的數列就是不超過 x的所有質數。以上做法是基
於這樣的事實：若 a不是質數，則 a一定有不大於 a 的因子。

用埃拉托色尼篩法可以比較方便地編製質數表。要是碰到一
個不很大的正整數 a（比如不超過 10 000），手頭剛好沒有質數表
可查，如何快速地判定它是否是質數呢？事實上，只要拿不大於

a 的一切質數去試除 a就可以了。（劉建亞）

可利用埃拉托色尼篩法。
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微博士
自然中的篩法

蟬是一種有趣的昆蟲。當它還是

幼蟲的時候，在地下成長很多

年，然後破土而出、交配、產

卵。科學家發現，許多蟬在地下

蟄伏的年數是質數，如 13 年、
17年，為甚麼呢？原來，這是為
了生存、繁衍安全的需要，選擇

質數使它避開很多天敵。比如，

17 年周期蟬，可能會遇到 1 年
周期和 17年周期的天敵（包括同
類）；而 18年周期蟬就可能會遇
到 1、2、3、6、9、18 年周
期的天敵，顯然處境危險多了。

這是巧妙的解釋！但是，難道蟬

也懂數論嗎？當然不可能！唯一

的解釋是，這是大自然進化的結

果。可以想像，本來很可能有各

種周期的蟬，經過億萬年的漫長

歲月，那些合數周期的蟬由於遇

到天敵過多，慢慢地就退出了歷

史舞台。自然選擇無處不在，而

在蟬的身上，自然選擇看上去

就像是篩法—自

然的篩法。

埃拉托色尼

埃拉托色尼篩法
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畢氏定理
畢達哥拉斯是古希臘最著名的數學
家和哲學家之一。他是首位以幾何
方法證明勾股定理（畢氏定理）的
數學家。

a

b
c

a2 + b2 = c2

正多面體

在古希臘，數學家已經發現
以單一種正多邊形為面的正多
面體只有 5種。哲學家柏拉圖把
這 5 種立體記錄在他的著作中，
因此這些立體又稱為柏拉圖立體。

量度地球的圓周

量度金字塔的高度

古希臘哲學家泰勒斯利用金字塔
的影子長度及相似圖形的性質計
算出金字塔的高度。

《幾何原本》

古希臘數學家埃拉托色尼在約 2000多年
前利用兩座城市的距離及太陽光線的角
度大小，估算出地球的圓周。他的另一
個貢獻就是發明了愛氏篩—一個尋找
質數的有效方法。

Pythagoras

Eratosthenes

Thales

Plato

Euclid

正四面體

正二十面體

《幾何原本》書影

正八面體

正六面體

正十二面體
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古希臘的數學智慧古希臘的數學智慧

古希臘數學家歐幾里得被譽為「幾何學
之父」，他把前人的數學知識總結和整
理，有系統地結集成書，稱為《幾何原
本》。書中包含了幾何及數論的一些公
理、定理及幾何作圖的討論，是數學界
的經典著作。


