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2005 年全国硕士研究生入学统一考试    水木艾迪考研辅导班突破百分训练营 

数学(    )试卷（结业模拟考试）    2005-1-8  

身份证号            姓名                  电话                  成绩          

数学一答题号及分值： 

1、3、7、9、 

15，17 

20、22、26、27、

28、29、31、32 

39 

12 分 

43 

12 分 

45 

12 分 

47 

12分

49 

10分

52 

8 分

54 

10分

55 

9 分 

56 
9 分 

成

绩 

            

 

数学二答题号及分值： 

2、6、10、12，

14， 16      

20、21、22、23、 

24、25（2），29、30 

37 

9 分 

38 

9 分 

40 

9 分 

41 

10 分

42 

12 分

45 

12 分

50 

12 分

52 

13 分 

53 

8 分 

成

绩 

            

 

数学三答题号及分值： 

4、6、11、15 

、18，19 

20，21、22、23、 

25（1）、28、29、33 

39 

9 分 

40 

8 分 

44 

9 分 

47 

8 分 

51 

8 分 

52 

13 分

54 

13 分

57 

13 分 

58 

13 分 

成

绩 

            

 

数学四答题号及分值： 

5、8，13，15 

16、18 

20、21、22、23、

24、29、34，35 

36 

8 分 

44 

8 分 

46 

9 分

47 

9 分

48 

8 分

52 

13分

53 

13分

59 

13分 

60 

13 分 

成

绩 

            

 

特别说明： 

（1）本套题目为争取 120-148 分成绩的能力测试，从整体上说，本套试题的难度与国家考试题

目大体相当。 

（2）作为练习，在模拟考试之后，可尽量多选做其他试卷的题目。 

数学一可选做的题目为：36，37，38，39，40，41，42，43，44，45，46，47，48，49，50，

51。 

数学二可选做的题目为：36，37，38，40，41，42，43，44，45，46，47，48，50，51。 

数学三可选做的题目为：36，37，38，39，40，41，42，43，44，45，46，47，48，51。 

数学四可选做的题目为：36，37，38，40，41，42，43，44，45，46，47，48。 

微积分：1-14，20-27，36-51。 
线性代数：15—16，28—30，52—54 

概率统计：17—19，31—35，55—60 

微积分题目的分配如下 

36（4），37（2），38（2），39（1，3），40（2，3），41（2），42（2），43（1）， 

44（3，4），45（1，2），46（4），47（1，3，4），48（4），49（1），50（2）， 

51（3）， 
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2005 年全国硕士研究生入学统一考试    水木艾迪考研辅导班突破百分训练营 

数学(    )试卷（结业模拟考试）2005-1-8  

一 填空题（本题含 6 小题，每小题 4 分，满分 24 分，把答案填在题中横线上） 

1． 已知 0)0( =f ， 3)0( =′f ，则 =−
→

)(
1

0
)sin21(lim xf

x
x               ． 

答案： 3
2

−
e 。 

2．若 )(xf 在 ),0[ +∞ 上连续，且满足等式
12

)(1
)( 0

+

+
= ∫

x

dttf
xf

x

，则 =)(xf              。 

答案：
12

1
+x

。（2，4） 

3．由 zxyzxye z ++= 确定的隐函数 ),( yxfz = 存在的充分条件是            ，曲面

),( yxfz = 在点 )0,1,1( 处的为切平面方程为                    ， ),( yxfz = 在点 )0,1,1( 处

的梯度为                      。 

答案：
zeyx ≠+ ，切平面方程： 2=++ zyx ， )( ji +− 。 

解： )(),,( zxyzxyezyxF z ++−= ，隐函数 ),( yxfz = 存在的充分条件是 

0),,( ≠−−= yxezyxF z
z 。 

( ) 1)0,1,1( )0,1,1( −=−−= zyFx ， 

( ) 1)0,1,1( )0,1,1( −=−−= zxFy ， ( ) 1)0,1,1( )0,1,1( −=−−= yxeF z
z ， 

切平面为： 0)1()1( =+−+− zyx ，即 2=++ zyx 。 

梯度 )1,1(),()1,1( yxgradfgradz =  

)()()( )0,1,1()0,1,1( jij
F
F

i
F
F

j
x
zi

x
z

z

y

z

x +−=−−=
∂
∂

+
∂
∂

= 。 

4．差分方程 2612 =−− ++ kkk xxx 的通解为                       。 

答案：
3
1)2(3 21 −−+= kk

k CCx 。 

5．极限 =
−

−+
∫

−

+∞→

x

x t

t

x
dt

e

te2

1
1

ln)11(lim                。答案：0。 
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[解]  利用函数的单调性与积分的保序性（或比较性质） 

∫∫
−

−+
≤

−

−+
≤

−− x

x x

xx

x t

t

dt
e

xedt
e

te 2

1

2

1
1

2ln)11(

1

ln)11(0   

1

2ln)11(

1

2ln)11(
1

2

1
−

−+
=

−

−+
=

−−

∫
x

x

x x e

xxexdt
e

xxe

0
2

2lnlim
1

2ln)
2
1(

lim
1

2ln)11(lim
2

1 ===
−

−+
+∞→

−

+∞→

−

+∞→ xx

x

xx

x

x e
xx

x

xex

e

xex
，

因此 0
1

ln)11(lim
2

1 =
−

−+
∫

−

+∞→

x

x t

t

x
dt

e

te
。 

6. 若 ( )∫ ++−=
y

x

uyx duez
222

，则
)1,0(

2

xy
z

∂∂
∂

 =         。 

答案： ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

∂
∂

=
∂
∂

∫ −+− y

x

uyx duee
xx

z 222 )(  

222222 )()(2 xyxy

x

uyx eeduexe −+−−+− ⋅−−= ∫ , 

      ( ) 1

1
)1,0(

2

22
22 −−− ==−

∂
∂

=
∂∂

∂ eyee
yyx

z yy 。 

7. 微分方程 0214 =′−′′+′′′ yyy 的一般解为                        。 

答案： xx eCeCCy 3
3

7
21 ++= − 。 

8. 微分方程

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=−′

0
2

sin1

πy

xxy
x

y
的解为             。 

答案： xxy cos−= 。 

9．设
⎩
⎨
⎧

=
=

Ω
0

2
x

z2y
是由曲线  绕 z 轴旋转一周而成的曲面与平面 4=z 所围成的立体。则

dvzyx )(∫∫∫
Ω

++ 22 =         。 

答案：
3

256π
。旋转成曲面方程为 zyx 222 =+ ，用柱坐标表示为 zr 22 = 。 

πθ
π

3
256)()()(

2

0

22

0

4

0

222 =+=+=++ ∫∫∫∫∫∫∫∫∫
ΩΩ

z
rdrzrddzdvzrdvzyx  

10． 函数
1

2 2

+
+

=
−

x
exxf

x

)(  的斜渐近线为         。（2） 
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答案： 22 −= xy 。（2） 

11．级数∑
∞

=
+

−

2
31

13

ln8n
n

n

nn
x

的收敛域为                 。答案： 2≤x 。（3） 

12．定积分 =∫ −++
−

1

2

2 ]28[ dxxxxx                    。 

答案： )124(
5
2

4
9

−−π 。 

∫ ∫∫∫
− −−

−−++−=−−+
0

2

1

2

2
1

0

2
3

2
31

2

2 ])1(9])1(9[ dxxdxxdxxdxxxx 。 

13．若 )(xyy = 由
⎩
⎨
⎧

=
=

ty
tx

3

3

sin
,cos
确定，则在

4
π

=t 处的切线方程是          ，

=
= 4

2

2

πtdx
yd

                ．  

答案： =
xd
yd ttan− ；切线方程 2=+ yx ， =

= 4

2

2

πtdx
yd

12
2cscsec

3
1

4

4 =
=πt

tt 。 

14．设 A 是一个装满水的半球形水池，半径为 R，若用水泵将 A 中的水全部泵出，则克服重力所

作的功为                  。 

解：取半球的球心为坐标原点，竖直向下的直线为 x 轴，则克服重力所做的功为 

。4
0

422

0

22

4
1]

4
1

2
1[)( RxxRxdxxRW RR

πππ =−=−= ∫  

15．设

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

113
12
221

aA ，其中 a 为常数，已知存在 3 阶非零矩阵 B 满足 0=AB ，则矩阵 A

的秩 )(Ar =        ． 

答案：2   

16．设

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

210
010
001

A ，则矩阵 ( )( ) 1* 2 −+− EAEA ＝      ．(其中 E 是 3 阶单 

  位矩阵) 

答案：

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

110
020
002
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17．设总体 X 服从正态分布 ( ),, 2
1 σµΝ 总体 Y 服从正态分布 ( ),, 2

2 σµΝ  且两个总体独立. 从总

体 X 和 Y 分别抽取容量是 n1 和 n2 的简单随机样本, S1
2 和 S2

2 分别是它们的样本方差，则  

=+ )( 2
2

2
1 SSD  ___________  .【 .

)1)(1(
)2(2 4

21

21 σ
−−

−+
nn

nn
】 

18．设随机变量 X 和Y 的联合分布在以点(0,1), (1,0), (-1,0)为顶点的三角形区域上 

服从均匀分布, 令 

⎩
⎨
⎧

−
≥

=
.,1

|,|2,1
其他

若 XY
U  

则其数学期望 EU = ______,  方差 DU = __________ .答案：2/3， 5/9 。 

19．设总体 X 服从正态分布 ( ),, 2
1 σµΝ 总体 Y 服从正态分布 ( ),, 2

2 σµΝ  且两个总体独立. 从总

体 X 和 Y 分别抽取容量是 n1和 n2 的简单随机样本, S1
2和 S2

2分别是它们的样本方差，则   

=+ )( 2
2

2
1 SSD  ___________  .答案： .

)1)(1(
)2(2 4

21

21 σ
−−

−+
nn

nn
 

 

二、选择题（本题共 6小题，每小题 4 分，满分 24 分. 每小题给出的四个选项中，只有一项符

合题目要求，把所选项前的字母填在题后的括号内） 

20．若 0)(lim)(lim),,0[)( 3 =′′′+∞∈
+∞→+∞→

xfxfCxf
xx

存在， ，则 

(A) 0)(lim)(lim =′′=′
+∞→+∞→

xfxf
xx

       (B) 0)(lim,0)(lim ≠′′=′
+∞→+∞→

xfxf
xx

 

(C) 0)(lim,0)(lim =′′≠′
+∞→+∞→

xfxf
xx

     (D) 0)(lim,0)(lim ≠′′≠′
+∞→+∞→

xfxf
xx

 

解 答案；A。（泰勒公式） 
当 1>x 时， 

)1,(),(
6
1)(

2
1)()()1( +∈′′′+′′+′+=+ xxfxfxfxfxf ξξ ， 

),1(),(
6
1)(

2
1)()()1( xxfxfxfxfxf −∈′′′−′′+′−=− ηη ， 

两式相减，并令 +∞→x 得 0)(lim =′
+∞→

xf
x

， 

两式相加，并令 +∞→x 得 0)(lim =′′
+∞→

xf
x

。 

[注] 事实上，任意两点 bxax ++ , 的值在点 x 展开都能得到结论。 

21．设 ( , )z h x y= 由方程
xyze x y z= + + 确定，则 ( , )h x y 在点 0 (0,1)P 的两个偏导数
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(0,1) (0,1)h h
x y

∂ ∂
∂ ∂

和 [   ] 

（A） 分别等于0和-1。       （B） 分别等于 1− 和0。    
（C）  都等于0 。           （D）  都等于 1− 。 
答：D。 

)( zyxe xyz ++= ， 0
0 1 ze += ， 00 =z ， 

对 x 取偏导数： xx
xyz zxyzyze +=+ 1)( ， 

将 )0,1,0(p 代入计算得到： 1)()1,0(
−==

∂
∂ pz

x
h

x 。 

22． 设 )(xf 在 0=x 某邻域内有二阶导数，且 0)0( =f ， 100
cos1

)(lim
0

=
−

′
→ x

xf
x

，则（   ）。 

(A) 0)0( ≠′′f ，且点 ))0(,0( f 是曲线 )(xfy = 的拐点 

(B) 0)0( =′′f 点 ))0(,0( f 是曲线 )(xfy = 的拐点 

(C) 0)0( =′f ， )0(f 是 )(xf 的极小值  (D) 0)0( =′f ， )0(f 是 )(xf 的极大值 

答案：B。  

23．设 )(xf 在 ],[ ba 上连续，在 ),( ba 内二阶可导， 0)(),()( >′= + afbfaf且 ，则下列命题错

误的为（   ）。 

(A) 存在 ),( ba∈ξ ，使得 0)( <′′ ξf   (B) 存在 ),(0 bax ∈ ，使得 0)( 0 =′ xf  

(C) 存在 ),(1 bax ∈ ，使得 )()( 1 bfxf >  

(D) 存在唯一的 ),(0 bax ∈ ，使得 0)( 0 =′ xf  

答案：D。 

解 （单调性，或微分中值定理） 

(A)正确（方法一 ）反证法。若 0)( ≥′′ xf 对任意的 ),( bax ∈ 都成立，则 )(xf ′ 单增，故 

0)()( >′≥′ + afxf ， 

所以 )(xf 严格单增，这与 )()( bfaf = 矛盾。从而存在 ),( ba∈ξ ，使得 

0)( <′′ ξf 。 

（方法二） 因为 0)( >′+ af ，所以存在 ),( bac ∈ ，使得 

)()()( bfafcf => 。 
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根据微分中值定理，存在 ),(1 cax ∈ ， ),(2 bcx ∈ ，使得 

0)()()(,0)()()( 21 <
−
−

=′>
−
−

=′
cb

cfbfxf
ac

afcfxf ， 

从而存在 ),(),( 21 baxx ⊂∈ξ ，使得 0
)()(

)(
12

12 <
−

′−′
=′′

xx
xfxf

f ξ 。(A)正确。 

且存在 ),(),( 210 baxxx ⊂∈ ，使得 0)( 0 =′ xf 。因此(B)正确。 

(C)正确是因为 0)()(lim)(
0

>=
−
−

=′
→+ A

ax
afxfaf

xx
，由极限的保序性，存在 0>δ ，

对任意的 ( )δ+∈ 00 , xxx 有 ( ) 0)()( >−=− axAafxf ，即存在 ),(1 bax ∈ ，使得

)()()( 1 bfafxf => 。 

注意：函数在一点导数的正负号不能得出 ( )00 , xx δ− 或 ( )δ+00 , xx  

内的增减性结论，只能得出函数值的局部比较性质！ 

24．设 ,)()( dxxfx
x

xf ∫−+
+

=
1

0

2
2 1

1
1

 则 =∫ dxxf )(
1

0
(      )。   

(A)
π

π
+4

   (B)
4−π

π
   (C)

π
π
−4

    (D)
π−4

1
 

[解] 答案：(C) 

,)(
1

0
dxxfI ∫= 对已知等式两边取积分 

IdxxIdx
x

dxxf =−⋅+
+

= ∫∫∫
1

0

21

0 2

1

0
1

1
1)( ， 

由
4

)
4

1( ππ
=− I ，解出

π
π
−

=
4

I 。 

25（1）．级数∑
∞

=
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
++−

1

)1(1ln1cos1
n

n

nn
λ

（   ）。 

  （A） 条件收敛       （B）绝对收敛     

（C） 发散           （D）收敛性与参数λ 有关 

答案：A。∑
∞

=

−
1

)1cos1(
n n

绝对收敛, ∑
∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+

1

)1(1ln
n

n

n
λ

条件收敛,且与参数λ 无，由运算法则

得到该级数条件收敛。  

25（2）极限 =
−

−+
∫

−

+∞→

x

x t

t

x
dt

e

te2

1
1

ln)11(lim (   ). 
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（A）-1  (B)0   (C)1   (D)  
2
1

−                。答案：(B)。 

参见第 5 题解答。 

26．设函数

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<<−

≤≤−
=

1
2
122

2
10

)(
2

xx

xx
xf  ,将 )(xf 展成周期 2=T 的余弦级数,则 

   )
2
5(−S 为(     )。答案：C 。 

 (A)0        (B)
4
1
      (C)

8
3
        (D)1 

[解] 奇延拓 ( )

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

<<−
≤≤−

<≤−−

−<<−+

=

1,22
0,

0,
1,22

21

21
2

2
12

2
1

xx
xx
xx

xx

xF ，（或用画图方法！）                                        

注意周期 2=T ，由迪里克雷定理计算如下： 

8
3]

4
11[

2
1)]

2
1()

2
1([

2
1)

2
1(

2
5

=−=−+−=−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

+−

FFSS  

27．设 s 为 1222 =++ zyx 的外侧，则 =−+∫∫
s zz

dydx
y

dxdz
xx

dzdy
222

2
coscoscos

（    ）。 

(A) 14 tanπ .   (B) 13 tanπ .   (C) 1tan2π .    (D) 1tanπ . 

答案：A。由对称性，可将原式转化为：原式 ∫∫ +=
S z

dxdy
zz

dxdy
22 coscos

 

∫∫∫∫
−−−−−

−
−−−−

=
DD yxyx

dxdy

yxyx

dxdy
2222222222 1cos11cos1

 

∫∫∫∫
−−

−
−−

+
DD yx

dxdy

yx

dxdy
222222 1cos1cos

. （其中 1: 22 ≤+ yxD ） 

∫∫
−−

=
1

0 222

2

0 1cos1
2

ρρ

ρρϕ
π dd 1tan4

cos
4

1

0 2

1 2

ππ
ρ

=∫===
=−

u
duu令

.  

28．设

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−

=
121
242
121

A ，

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

000
060
000

B ，

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

000
000
001

C ， 

 （1） A与 B 相似且合同；（2） A与 B 与C 相似；（3） A与 B 与C 合同，则（  ） 
(A) （1）（2）正确，（3）不正确；  (B) （1）（3）正确（2）不正确 
(C) （1）（2）（3）都正确；        (D) （1）正确（2）（3）不正确 

答案：(B)  
29．已知 4 元非齐次线性方程组 
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⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++
=+++
=+++
=+++

45444343242141

35434333232131

25424323222121

15414313212111

axaxaxaxa
axaxaxaxa
axaxaxaxa
axaxaxaxa

 

  的通解为 ( ) ( )TT kx 0,1,1,21,0,1,1 −+−= ，其中 k 为任意常数． 

  记 ( )T
iiiii aaaa 4321 ,,,=α ， 5,4,3,2,1=i ，则以下选项中错误的是（  ） 

  （Ａ） 4α 能由 5321 ,,, αααα 线性表示  （Ｂ） 4α 能由 321 ,, ααα 线性表示 

  （Ｃ） 3α 能由 5421 ,,, αααα 线性表示  （Ｄ） 3α 能由 421 ,, ααα 线性表示 

答案：（Ｂ）。  

30．设

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−

=
121
242
121

A ，

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

000
060
000

B ，

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

000
000
001

C ， 

 （1） A与 B 相似且等价；（2） A与 B 与C 相似；（3） A与 B 与C 等价，则（  ） 
（A）（1）（2）正确，（3）不正确；  (B) （1）（3）正确（2）不正确 
(C) （1）（2）（3）都正确；        (D) （1）正确（2）（3）不正确 

答案：(B)。 

31．设三个事件 3,2,1, =iAi 两两独立, 令随机变量 iX  

3,2,1,
1

1
=

⎩
⎨
⎧

−
= i

A
X i

i
反之

发生如果
 

则 一定有(      ) 

(A) 3,2,1, =iAi 相互独立;      (B) 独立与 321 AAA ;  

(C) 321 XXX 与+ 相互独立;    (D)  3 3
1 Xe X −与 相互独立.   【 D 】 

32．设总体 X 二阶矩存在, X1, X2, K,Xn 是其简单样本，n>1, 样本均值为 X .  

 则对 X 期望估计时, （     ）. 

  (A) 2/)( 1 XX + 不是无偏, 但它比 X 更有效.  

  (B) 2/)( 1 XX + 比 X 更有效.  

  (C) 利用切贝雪夫定理， 2/)( 1 XX + 以概率收敛于 0，因此是一致估计.  
  (D) X 比 2/)( 1 XX + 更有效.         【 D 】 

33．设三个事件 3,2,1, =iAi 两两独立, 令随机变量 iX  

3,2,1,
1

1
=

⎩
⎨
⎧

−
= i

A
X i

i
反之

发生如果
 

则 一定有(      ) 

(A) 3,2,1, =iAi 相互独立;      (B) 独立与 321 AAA ;  

(C) 321 XXX 与+ 相互独立;    (D)  3 3
1 Xe X −与 相互独立.   D . 
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34．设三个事件 3,2,1, =iAi 两两独立, 令随机变量 iX  

3,2,1,
1

1
=

⎩
⎨
⎧

−
= i

A
X i

i
反之

发生如果
 

则 一定有(      ) 
(A) 3,2,1, =iAi 相互独立;      (B) 独立与 321 AAA ;  
(C) 321 XXX 与+ 相互独立;    (D)  3 31 XX −与 相互独立 

35．设随机变量 X 的任一线性函数 Y= aX+b, a ≠0. 则下面命题不成立的是 (    ). 
(A) 如果 X 是连续型随机变量, 则 Y 也是连续型随机变量; 
(B) 如果 X 是泊松分布, 则 Y 也是泊松分布;  
(C) 如果 X 是均匀分布, 则 Y 也是均匀分布;  
(D) 如果 X 是正态分布, 则 Y 也是正态分布;  

答案：B 

 

三, 解答题, 

36．求极限 )1(!lim
n

−
∞→

nn en
π

。答案：
e
π

。 

[解] 运用定积分求极限 ∫∑ −
=

−
+

=
∞→

b

a

n

k
dxxf

ab
k

n
abaf

n
)(1)(1lim

1n
。 

首先有 )1(!lim
n

−
∞→

nn en
π

n n
n

!lim
n

π
∞→

= ，记
n
ny

n

n
!

= ，则  

nk
nn

ny
n

k

n

n lnln1!lnln
1

−== ∑
=

 

)lnln(1
1

nnk
n

n

k
−= ∑

=

)ln(ln1
1

nk
n

n

k
−= ∑

=
∑

=

=
n

k n
k

n 1
ln1

， 

极限 nn
ylnlim

∞→ ∑
=

∞→
=

n

kn n
k

n 1
ln1lim 等于广义积分 ∫

1

0
ln xdx， 

相应于将区间 ]1,0[ 分割成 ),,2,1(],1[ nk
n
k

n
k

L=
−

的积分和的极限， 

且
n
kf k ln)( =ξ 。注意到广义积分 ∫

1

0
ln xdx为第二类广义积分， 

并且收敛，于是 

nn
ylnlim

∞→ ∑
=

∞→
=

n

kn n
k

n 1
ln1lim ∫=

1

0
ln xdx  

1)ln( 1

0
−=−= xxx ， 
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所以  nn
y

∞→
lim ==

∞→ n
nn !lim

n e
1
， )1(!lim

n
−

∞→

nn en
π

e
π

= 。 

37．设
x

xxy 1arcsin1arctan)( 2 +−= ， 求 )(xy′ 。 

解 由于 
1

1
12

2
)1(1

1]1[arctan
2222

2

−
=

−−+
=′−

xxx
x

x
x ， 

1
1

11

1]1[arcsin
2222 −

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

=′
xx

x
x

x

x
，  

所以 
11

1)(
222 −

−
−

=′
xx

x

xx
xy

122 −

−
=

xx

xx

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

−<
−

>
=

1,
1

2
1,0

22
x

xx

x
。 

38．设 )(xf 在 ),0[ ∞+ 内可导 1)0( =f ，其反函数为 )(xg ， 且满足与  

)()12()(
)(

xfxdtxtg
xfx

x
+=−∫

+
，（1）求 ∫

1

0
)( dttg ；（2）求 )(xf . 

[解] （1） 1)(
1

0∫ =dxxg 。 

（2）对变限积分令 dudtuxt ==− , ，则有 

)()12()()(
)( )(

0
xfxduugdtxtg

xfx

x

xf
+==−∫ ∫

+
， 

关于 x 求导数，注意到 xxfg =))(( ，得到 

)(2)()12()( xfxfxxfx +′+=′ ， 

0)(2)()1( =+′+ xfxfx ，因 1−≠x ，则有 

x
xfxf

+
−=′

1
)(2)( ，积分得到 2)1(

)(
x

Cxf
+

= ， 

又 1)0( =f ，解出 1=C ，于是 2)1(
1)(
x

xf
+

= 。 

39．求级数 ∑
∞

= −
+−−

2 )!1(
])!2[()1(

n

n

n
nn

 的和。 

 [解] 易见 ∑
∞

= −
+−−

2 )!1(
])!2[()1(

n

n

n
nn ∑∑

∞

=

∞

= −
+−−

+
−

−
=

22 )!1(
)11()1(

1
)1(

n

n

n

n

n
n

n
， 

对 ]1,1(−∈x ， ∑
∞

=

−−
=+

1

1)1()1ln(
n

n
n

x
n

x ，特别有   

2ln)1(
1
)1(

1

1

2
=

−
=

−
− ∑∑

∞

=

−∞

= n

n

n

n

nn
； 

∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

= −
−

+
−

−
=

−
+−−

222 )!1(
)1(

)!2(
)1(

)!1(
)11()1(

n

n

n

n

n

n

nnn
n

 

1)1(
)!1(

)1( 11

2

1
1 =−−=

−
−

−= −−
∞

=

−
− ∑ ee

n
e

n

n
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因此 ∑
∞

= −
+−−

2 )!1(
])!2[()1(

n

n

n
nn

= 2ln1+ 。 

40．计算 ∫∫
≤+

+
122 yx

dxdyyx ，答案：（ 2
3
4

）。 

解 1: 令 ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ≤≤≤≤−= 10,

4
3

4
,1 ρπϕπϕρD ; 

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ≤≤≤≤= 10,

4
7

4
3,2 ρπϕπϕρD ; 

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ≤≤≤≤−= 10,

44
,3 ρπϕπϕρD  

∫∫
≤+

+
122 yx

dxdyyx = ( ) ( )∫∫∫∫ +−+
21 DD

dxdyyxdxdyyx    

= ( ) ( )∫∫∫∫
∪=

+−+
211

2
DDDD

dxdyyxdxdyyx   

= ( ) 02
1

−+∫∫
D

dxdyyx  

= ∫∫
3

4
D

dxdyx = 2
3
4cos4 4

4

1

0

2 =∫ ∫−

π

π ρρϕϕ dd .。 

解 2:  ⋅−=
22

12
2 dttdσ  yxt += , 

2
2

2
2

≤≤− t  

∫∫
≤+

+
122 yx

dxdyyx = ( ) ( )∫∫∫∫ +−+
21 DD

dxdyyxdxdyyx  

= ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⋅∫ 22

122
22

2

0

dttt = dxtt 2
2
2

0

22 −∫ = ( )22
2
2

0

22 tdt −−− ∫ = 2
3
4

 

41．一个容器的内表面侧面由曲线 )20(2 2 ≤≤+= xyx  绕 x 轴旋转而成，外表面由曲线

22 yx += 在点 )2,2( 的切线位于点 )2,2( 与 x 轴焦点之间的部分绕 x 轴旋转而成，此容

器材质的密度为µ ，求此容器自身的质量M 及其内表面的面积 S 。 

解 2)2( =′y ，切线为 )2(22 −+= xy ，与 x 轴交点为 )0,1(  

切线旋转后的体积为
3

2
1

π
=V ， 

                 y 
 
        
                  D1           
                 0            x
            D2         
 
 
 

            y 
 
        
                D1           
                 t  t+dt       
        D2        
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曲线旋转成的体积为 ( )12
3
4)2(

2

2

22

2

2
2 −=−== ∫∫ πππ dxxdxyV  

此容器自身的质量 ( )23
4
3)( 21 −=−= πµµ VVM  

内表面积为 ∫∫ −=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
+⋅−=

2

2

22

2

2

2

2 )1(22
2

122 dxxdx
x

xxS ππ  

             ( ) 2

2

22 1ln
2
11

2 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−−= xxxx

 

             π⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
+

+−=
23
12ln2262  

42．在半径为 R 的球内作内接正圆锥，试求其 大体积． 

解 内接正圆锥的底面半径为 αcosR ，高为 )sin1( α+R ，其中 )
2

,
2

( ππα −∈ 。 

内接正圆锥的体积为 

)sin1(cos
3
1)sin1(cos

3
1 2322 ααπααπ +=+= RRRV ， 

由 0=
αd

dV
得 

3
1sin =α 。故当内接正圆锥的底面直径为 R

3
24

，高为 R
3
4

时，其体积 大，

大体积为
3

81
32 Rπ 。 

43．求解二阶微分方程的定解问题

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−′=−

=+

2
11

6
1

2
2

2

)(,)(

)(sincos

yy

dx
dy

dx
dyy

dx
ydy

π
。 

[解] 令 uu
dx

yd
dx
dyu ′== 2

2

, ，原方程化为 

uyuuyu =+′⋅ sincos 2
，  0=u ， Cy = 不复合初值条件，舍去。 

0≠u 时，得到  
y

yuu
cos

tan 1
=+′ ， 

解为 )tan(cos yCyyu +=′= 1 ，     由 
2
11

6
1 =−′=− )(,)( yy π

，得 01 =C 。 

再解方程 y
dx
dy sin= 得到  2Ctyy +=− cotcscln ，由

6
1 π

=− )(y 得出 

)ln( 3212 −+=C ，定解问题之解为 132
1
11

2
+−=

+
−

=
−

= xe
y
y

y
yy )(

cos
cos

sin
costan 。 

44．若 )(xf 在 ),( +∞−∞ 上有二阶连续导数，证明对任意的 bca << ,都存在 ),( ba∈ξ ,使得 
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))((
)(

))((
)(

))((
)(

bcac
cf

cbab
bf

caba
af

−−
+

−−
+

−−
)(

2
1 ξf ′′= ． 

解 （泰勒公式，介值定理，或罗尔定理） 
法一 因为 

.))((
2
1))(()()(

,))((
2
1))(()()(

2
2

2
1

cbxfcbcfcfbf

caxfcacfcfaf

−′′+−′+=

−′′+−′+=
 

 所以 
))((

)(
))((

)(
))((

)(
bcac

cf
cbab

bf
caba

af
−−

+
−−

+
−−

 

  

).(
2
1

)()(
2
111)(

))((
1

))((
1

))((
1)(

21

ξf

xf
ab
cbxf

ab
ac

abba
cf

bcaccbabcaba
cf

′′=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′′

−
−

+′′
−
−

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

−
′+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

+
−−

+
−−

=

 

注 用到了二阶导函数 )(xf ′′ 的介值性质. 

法二 记 K
bcac

cf
cbab

bf
caba

af
2
1

))((
)(

))((
)(

))((
)(

=
−−

+
−−

+
−−

, 

则 0))()((
2
1))(())(())(( =−−−−−+−+− cacbbaKbacfacbfcbaf . 

令 ))()((
2
1))(())(())(()( cacxxaKxacfacxfcxafxF −−−−−+−+−= , 

则 0)()()( === cFbFaF , 

所以,存在 ),( ba∈ξ ,使得 0)( =′′ ξF ,即 0)())(( =−+−′′ caKacf ξ . 

故 )(ξfK ′′= 。 

45．设 )(xf 在 ),( ba 内有定义，且在 ),(0 bax ∈ 处可导。数列 }{},{ nn yx 满足条件： 

00 limlim, xyxbyxxa
n

n
n

nnn ==<<<<
∞→∞→

。 

试求 
nn

nn

n xy
xfyf

−
−

∞→

)()(
lim 。 

解 （泰勒公式，无穷小的运算，或导数概念，极限与无穷小的关系） 

由 )(xf 在 0x 处的可微性，并且 0limlim xyx
n

n
n

n ==
∞→∞→

于是 
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 )())(()()( 0000 xxoxxxfxfxf nnn −+−′+= , 

)())(()()( 0000 xyoxyxfxfyf nnn −+−′+= . 

故 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

−
−
−

+′=
−
−

∞→∞→
nn

n

nn

n

n
nn

nn

n xy
xxo

xy
xyo

xf
xy

xfyf )()(
)(lim

)()(
lim 00

0 . 

由因为 ,0 byxxa nn <<<< 所以得到： 

0

00

0

00 )()(
0,

)()(
0

xx
xxo

x
xy
xxo

xy
xyo

xy
xyo

n

n

nn

n

n

n

nn

n

−
−

≤
−
−

≤
−
−

≤
−
−

≤ ， 

所以 )(
)()(

lim 0xf
xy

xfyf

nn

nn

n
′=

−
−

∞→
。 

46．计算广义积分 ∫
∞+ −

−1 2 1x

x

e

dxe
。 

解  ∫
−

=∫
−

−

+∞→

∞+
−

A
x

x

Ax

x

e

dxe

e

dxe
1 21 2 1

lim
1

  

∫
−

−
=∫

−
=

−

−

+∞→−

−

+∞→

A
x

x

A
A

x

x

A e

ed

e

dxe
1 2

2

1 2

2

12

)1(lim
1

lim  

]11[lim 22 −−

+∞→
−−−= ee A

A
 

。
e

e 11
2 −

−=   

47．某公司的一个研发部门研发甲已两类高科技产品，甲类产品可有 x 个品种选择，已类产品

可有 y 个品种选择，限于研发能力，甲已两类产品的品种需满足 9≤+ yx ，若每季度研发甲已

两类产品对该公司产生的效益函数为 
22224),( yxyxyxf −−++= （百万元），问： 

该研发部门每个季度应如何制定研发策略使其效益 大？该研发部门每个季度潜在的 大风险

（亏损 大）是什么？ 

解 求解
22224),( yxyxyxf −−++=  

在闭区域 { }xyxRyxD −≤≤≤≤∈= 90,90),( 2
上的 大值 小值问题。 

（1） xf x 22 −=′ ， yf y 22 −=′ ，驻点为 )1,1(0p ， 10 =x ， 10 =y ， 6)1,1( =f 。 

（2）在边界 90,0 ≤≤= xy 上，
224),( xxyxf −+= ， 
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令 022 =−=′ xf x 得 10 =x ， 5)0,1( =f 。 

（3）由对称性，在边界 90,0 ≤≤= yx 上 5)1,0( =f 。 

（4）在边界 xyx −=≤≤ 9,90 上， 

222 21859)9()9(224),( xxxxxxyxf −+−=−−−−++= ， 

令 0418)9,( =−=−′ xxxf 得到 22 2
9 yx == ，

2
37)

2
9,

2
9( −=f ， 

（5）考虑端点： 4)0,0( =f ， 59)0,9()9,0( −== ff 。 

答案： 6),(max
),(

=
∈

yxf
Dyx

（百万元）， 59),(min
),(

−=
∈

yxf
Dyx

（百万元）。 

佳策略是每季度甲已两类产品各研发一个品种，获利为 600 万元。 大的风险是单一产品研

发，导致亏损 5900 万元。 

48．求极限
x

dttt
x

x

∫ −

+∞→

0
])[(

lim ，其中 ][t 表示不超过 t 的 大整数。 

解 考虑充分大的 1: +<< nxnx 时有 

=−∫
x

dttt
0

])[( +−∫
1

0
])[( dttt +−∫

2

1
])[( dttt +−∫ −

n

n
dttt

1
])[(L ∫ −

x

n
dttt ])[(  

+−= ∫
x

n
dttt ])[( ∑∫

=
−

−
n

k

k

k
dttt

1
1

])[(  

令 )1( +−= ktu ， dtdu = ，则有 

∫ −
−

k

k
dttt

1
])[( ∫ −−+−=

1

0
)]1(1[ dukku

2
11

0
== ∫ udu ，  

而 ∫∫∫ =<=−
− 1

00 2
1])[( uduududttt

nxx

n
，因此 

22
1])[(

2 0

ndtttn x
+<−< ∫ ，于是 )

22
1(1])[(

)1(2
0 n

nx

dttt

n
n

x

+<
−

<
+

∫
， 

由夹逼定理得到   
2
1])[(

lim 0 =
−∫

+∞→ x

dttt
x

x
。 

49．已知积分 ∫ ++
L

dy
x
xfdxxxyx )()sin( 与路径无关， )(xf 为可微函数,且 0

2
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ πf , 

(1) 求 )(xf ; 

(2) 对(1)中求得的 )(xf ,求函数 ),( yxuu = 使得 dy
x
xfdxxxyxdu )()sin( ++= ; 

(3) 对(1)中求得的 )(xf ,求上述积分,其中积分路径为从 )1,(πA 到 )0,2( πB 的任意路径。 

解:(1)                )sin()( xxyx
yx

xf
x

+
∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂
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2

)()(sin
x

xfxfxxx −′
= ， xxxf

x
xf sin)(1)( 2=−′  

这是一阶线性微分方程.通解为 )cos(sin)( Cxxxxxf +−= ,由初始条件得 

0
2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ πf , 1−=C ,于是 )1cos(sin)( −−= xxxxxf . 

(2)解法一: dyxxxdxxxyxdy
x
xfdxxxyx )1cos(sin)sin()()sin( −−++=++  

1cossin)(sincos

)(sincos
2

sin
2

−−=′++−=
∂
∂

++−=+=
∂
∂

xxxyxxx
y
u

yxyxxyxuxxyx
x
u

ϕ

ϕ，

 

Cyxyxxyxu

Cyyy

+−+−=

+−=−=′

sincos
2

)(1)(
2

ϕϕ ，

 

其中C 为任意常数. 

解法二:

Cyxyxxyx

Cdyxxxxdx

Cdyxxxdxxxyxu
yx

yx

+−+−=

+−−+=

+−−++=

∫∫

∫

sincos
2

)1cos(sin

)1cos(sin)sin(

2
00

),(

)0,0(

 

(3)解法一: 积分与路径无关,由 A到 B 取平行与坐标轴的两条路径, 

2
3)1()1cos(

220

1

ππππ
π

π
+−=+−−= ∫∫ xdxdyI  

解法二: 
2

3)1()()(),(
2ππ +−=−== AuBuyxuI B

A
。 

或：设函数 )(xf 有连续导数, 1)( =πf , 若使曲线积分 ∫ +−
L

dyxfdx
x
yxfx )()]([sin 在右半

平面 }0|),{( >xyx 与路线无关。试求 )(xf .答案： )cos1(1)( x
x

xf −−= π  

50． 设有半径为 R ，质量为m 的圆柱形浮筒垂直放置水中，在重力和浮力的作用下处于平衡

状态(浮筒密度小于 1,水足够深)，重力加速度为 g ，现把浮筒向下压至顶部与水平面重合突然

放开，已知阻力与浮筒运动速度成正比，比例常数为 02 >k 。 

（1）列出浮筒运动满足的微分方程； 

（2） k 满足什么条件时浮筒在水中作上下减幅振动，并求出此时方程的通解。 

解：取平衡位置为 x 坐标轴原点,则位移 x 与浮力/重力合力(恢复力)方向相反, 

由牛顿定律列出方程 

dt
dxkgxR

dt
xdm 22
2

2

−π−=   , 

02 2
2

2

=π++ gxR
dt
dxk

dt
xdm   

m
mgRkk

m
mgRkk

,

2222

21 2
442 π−±−

=
π−±−

=λ  

当 Rmgk π<  时方程有衰减震荡解,一般解为 
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)eCeC(e)t(x titit
m
k

ω−ω−
+= 21  ，  

其中  
m

kmgR 22 −π
=ω ，  或 

)t()tsinCtcosC(e)t(x
t

m
k

+∞→→ω+ω=
−

021    

51．求定解问题 
⎩
⎨
⎧

=′=
=+′+′′

000
244

)()(
cos

yy
xyyy
  的解。 

解 齐次方程的通解： xexCCy 2
21 )( −+= 。            

  设非齐次方程的一个特解： xbxay 2sin2cos +=∗ 。 

  求导并代入原方程  xxaxb 2cos2sin82cos8 =−  

  比较系数   0,
8
1

== ab ,  所以 xy 2sin
8
1

=∗ 。   

  非齐次方程的通解  ∗+= yyY xexCC 2
21 )( −+= + x2sin

8
1

 

把初始条件 0)0( =y 代入Y 中，得 01 =C ， 

把初始条件 0)0( =′y 代入Y ′中，得
4
1

2 −=C ， 

于是  xexY x 2sin
8
1

4
2 +−= − 。 

52．当参数 tp, 为何值时，非齐次线性方程组 

    

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−−−
−=+++

−=++−
=++−

txxxx
xxpxx

xxxx
xxxx

4321

4321

4321

4321

6
2723

2462
032

 

  有解，无解？有解时，求通解． 
数学：１，２，３，４ 

答案：

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−
−−

−

t
p

1161
2723
24162

03121

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−−−+
−−−−

−

→

t
p

4240
22160
22120

03121

 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
+

−−−−
→

40000
00080
22120

25201

t
p

 

若 4−≠t ，方程组无解． 

设 4=t ，若 8−≠p ，则 
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⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−−−

→

00000
00010
22120

25201

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

→

00000
22100
00010
21001

 

通解为： ( ) ( )TT kx 1,2,0,10,2,0,2 −−+−= ， k 为任意常数． 

若 8,4 −== pt ，则

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→

00000
00000

11
2
110

25201

 

通解为： ( ) ( )T
T

T kkx 1,0,1,50,1,
2
1,20,0,1,2 21 −−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−+= ， 21 ,kk 为任意常数． 

53．设

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

=
940
2090
421 aa

A ，试讨论a 取什么值时，矩阵 A与对角矩阵相似，并求出可逆  

  矩阵 P 和对角矩阵 D ，使得 DAPP =−1
． 

数学２，４ 

答案：

940
2090
421

+−
−

−−
=−

λ
λ

λ
λ

aa
AE ( ) ( )11 2 +−= λλ ． 

A的特征值为： 1,1,1 − ． 

1 是 A的 2 重特征值，只要有属于 1 的两个线性无关的特征向量， A就可对角化． 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=−

1040
2080
420 aa

AE
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
→

000
520

20 aa
，当且仅当 0=a 时， 1)( =− AEr ， A有属于 1

的两个线性无关的特征向量， A可对角化． 

( ) 0=− xAE ，

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−→−
000
520

000
AE  

求得属于 1 的特征向量为： ( )T0,0,11 =α ， ( )T2,5,02 =α ． 

( ) 0=−− xAE ，

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=−−

840
20100
002

AE
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−→
000
210

001
， 

求得属于 1− 的特征向量为： ( )T1,2,03 =α ． 
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令

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

120
250
001

P ，

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

100
010
001

D ，则有 DAPP =−1
． 

54．设 3 元二次型 32
2
3

2
2

2
1321 2332),,( xaxxxxxxxf +++= ， )0( >a ．已知 1 是二次型矩阵 A

的一个特征值，（1）求a ；（2）求在条件 12
3

2
2

2
1 =++ xxx 下， ),,( 321 xxxf 的 大值与 大值

点． 
数学１，３ 

答案：（1）
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

30
30

002

a
aA ， 0

20
20

001
=

−−
−−

−
=−

a
aAE ，解得 2=a ． 

（2）显然，2 也是 A的一个特征值，由特征值的和等于矩阵的迹， 33221 ++=++ λ ，解得

5=λ ， 

属于 1 的特征向量： 0
220
220

001
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−
x ， ( )T1,1,01 −=α ； 

属于 2 的特征向量： 0
120
210

000
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−− x ， ( )T0,0,12 =α ； 

属于 5 的特征向量： 0
220
220

003
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
− x ， ( )T1,1,03 =α ． 

由于不同特征值的特征向量是正交的，再单位化： 
T

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−=

2
1,

2
1,01γ ， ( )T0,0,12 =γ ，

T

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

2
1,

2
1,03γ ． 

令

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

=

2
10

2
1

2
10

2
1

010
Q ，Q是正交矩阵，则有

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

5
2

1
AQQT

． 

作正交线性替换 Qyx = ，有 

2
3

2
2

2
1 52 yyyAQyQyAxxf TTT ++=== ( ) yyyyy T55 2

3
2
2

2
1 =++≤ ． 

又 1=== yyQYQyxx TTTT
，于是 5≤f ， f 的 大值为 5． 
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当 ( )Ty 1,0,0= ，由

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

==
1
0
0

2
10

2
1

2
10

2
1

010
Qyx ， 

即

T

x ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

2
1,

2
1,0 时， f 取得 大值 5． 

55．（本题满分 9 分）3个袋子各装 r+b 只球, 其中红球 r 只. 今从第 1 个袋子随机取一球, 放

入第 2 袋子, 再从第 2 袋再随机取一球, 放入第 3 袋子并从中随机取一球. 令 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
−

= 3,2,1
.,1

,,1
k

k
X k

反之

次取出红球当第
. 

则 (I) 试求 X3 的分布;     

   (II) 设 r=b, 求 21 XX 和 的相关系数ρ. 

解  记两设备寿命分别为 X 和 Y、系统寿命为 U.  

串联系统 U = min{X, Y} . 故 f uU ( ) =2λexp{−λ u}exp{−λu}==2λexp{−2λ u}，u>0 . 

所求概率 FU(t) = 1− exp{−2λ t}，t>0 . EU = 1/(2λ) . 

并联系统 U = max{X, Y} . 故 f uU ( ) =2λexp{−λu} [1− exp{−λu}]，u>0 . 

所求概率 FU(t) = [1− (1−exp{−λ t}]2, EU = 2/λ − 1/(2λ) = 3/(2λ). 

备用系统 U = X+Y . 由Γ-分布参数可加性或者可利用独立和的密度公式计算卷积，知 U ~ Γ(2,λ)，

所求概率 FU(t) = ∫ −t sdsse0
2 λλ , t>0 .  EU = 2/λ.      

56． （本题满分 9）用两个独立的同类设备分别组成串联、并联及备用（即当一个接通的设备

不能工作时系统立即自动接通另外一个备用设备）系统. 如此类设备的寿命为参数是λ的指数分

布, 试求三个系统在时刻 t（>0）前失效的概率和三个系统的平均失效时间.  

            

解 (I) 本题是 c=1的Polya模型, 故 
br

rXPXP
+

==== )1()1( 13 (也可用全概率公式和归纳法证

得). 
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(II).  P(X1=1| X2 = −1) ＝P(X1=1, X2 = −1)/ P(X2 = −1) 
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(III) 注意 2,1,12 == kEX k , 而 r=b 时 2,1,0 == kEX k . 由全概率公式及一般乘法公式,  
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57．3 个袋子各装 r+b 只球, 其中红球 r 只. 今从第 1 个袋子随机取一球, 放入第 2 袋子, 再从第

2 袋再随机取一球, 放入第 3 袋子并从中随机取一球. 令 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
−

= 3,2,1
.,1

,,1
k

k
X k

反之

次取出红球当第
. 

  (I) 试求 3X  的分布;     

(II)  求 P(X1=1| X2 = −1) 
   (III) 设 r=b, 求 21 XX 和 的相关系数ρ.  

解 (I) 本题是 c=1 的 Polya 模型, 故 
br

rXPXP
+

==== )1()1( 14 (也可用全概率公式和归纳法

证得). 
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(III) 注意 2,1,12 == kEX k , 而 r=b 时 2,1,0 == kEX k . 由全概率公式及一般乘法公式,  
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58．设 ),,,( 21 nXXX L 取自正态母体 ),( 2σµN ，其中 µ 已知， 

(I) 证明： ∑
=

−=
n

i
iX

n 1
||

2
1ˆ µπσ 是σ 的无偏估计。 

(II)  
2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∧
σ 是否σ 2 的无偏估计？如果是，对σ 2 作估计时，它与样本方差 S2 哪个更为有效？
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对上述两个问题说明理由。 

解 (I) 证明： σ
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是σ 的无偏估计, 其中第 3 个等号成立，因为 
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不是σ 2 的无偏估计。因此对σ 2 作估计时，它与样本方差 S2 不能比较有效性。 

59．3 个袋子各装 r+b 只球, 其中红球 r 只. 今从第 1 个袋子随机取一球, 放入第 2 袋子, 再从第

2 袋再随机取一球, 放入第 3 袋子并从中随机取一球. 令 
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反之

次取出红球当第
. 

 (I) 试求 3X 的分布;   
   (II) 求 P(X1=1| X2 = −1) 

(III) 设 r=b, 求 21 XX 和 的相关系数ρ. 

解 (I)  

本题是 c=1 的 Polya 模型, 故 
br

rXPXP
+

==== )1()1( 14 (也可用全概率公式和归纳法证得). 
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(III) 注意 2,1,12 == kEX k , 而 r=b 时 2,1,0 == kEX k . 由全概率公式及一般乘法公式,  
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60．用两个独立的同类设备分别组成串联、并联及备用（即当一个接通的设备不能工作时系统

立即自动接通另外一个备用设备）系统. 如此类设备的寿命为参数是λ的指数分布, 试求三个系

统在时刻 t（>0）前失效的概率和三个系统的平均失效时间.   

            

 
 
解  记两设备寿命分别为 X 和 Y、系统寿命为 U.  

串联系统 U = min{X, Y} . 故 f uU ( ) =2λexp{−λ u}exp{−λu}==2λexp{−2λ u}，u>0 . 

所求概率 FU(t) = 1− exp{−2λ t}，t>0 . EU = 1/(2λ) . 

并联系统 U = max{X, Y} . 故 f uU ( ) =2λexp{−λu} [1− exp{−λu}]，u>0 . 

所求概率 FU(t) = [1− (1−exp{−λ t}]2, EU = 2/λ − 1/(2λ) = 3/(2λ). 
备用系统 U = X+Y . 由Γ-分布参数可加性或者可利用独立和的密度公式计算卷积，知 U ~ Γ(2,λ)，

所求概率 FU(t) = ∫ −t s dsse
0

2 λλ , t>0 .  EU = 2/λ.   


