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摘要：借助核实数据，构造了回归系数的最小二乘估计，然后用借补方法和加权借补方法估计响应变量的均值，最

后证明了估计量的渐近正态性。
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０　引言

考虑线性模型

Ｙ＝ＸΤβ＋ε。 （０１）
其中，β＝（β１，β２，…，βｐ）Τ是ｐ×１的回归系数向量，Ｘ是ｐ维随机向量，ε是随机误差。

通常把带有变量误差的模型称为 ＥＶ（ｅｒｒｏｒｓｖａｒｉａｂｌｅｓ）模型，称之为测量误差模型。已有不少文献［１２］

对线性测量误差的线性ＥＶ模型进行了研究，这种模型假定珟Ｘ＝Ｘ＋ｅ，这里 Ｘ是不能被直接观测的解释变
量，珟Ｘ是一个可观测变量。但是，在一般情况下珟Ｘ与Ｘ之间具有很复杂的关系，例如珟Ｘ＝φ（Ｘ，ｅ），这里 ｅ是
测量误差且与（Ｘ，Ｙ）独立，φ是一个任意已知的函数。在这种情况下要对未知参数 β进行有效统计推断是
相当困难的。基于替代数据与核实数据的统计推断已引起国内外学者的重视。例如：Ｓｅｐａｎｓｋｉ与 Ｌｅｅ和
Ｘｕｅ研究了基于核实数据的非线性ＥＶ模型［３４］，Ｗａｎｇ在这方面做了许多工作［５６］。

事实上经常会遇到响应变量缺失的情况，这时通常的统计推断不能直接应用，通常处理缺失数据的方法

是对每个缺失的响应变量值进行借补，然后利用标准方法和借补后的完全数据进行研究。对于线性模型在

响应变量随机缺失和删失的情形，Ｗａｎｇ和Ｑｉｎ分别对这两种情况进行了研究［７８］。而对协变量带有测量误

差且响应变量缺失的情况，目前的文献还较少。本文借助于核实数据，利用借补方法和加权借补方法估计响

应变量的均值，并证明了其估计量的渐近正态性。
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１　回归系数的估计

假设主要数据｛（珟Ｘｉ，Ｙｉ，δｉ）
ｎ
ｉ＝１｝是独立同分布（ｉ．ｉ．ｄ）的样本，且与 ｉ．ｉ．ｄ的核实样本｛（Ｘｉ，珟Ｘｉ）

ｎ＋ｍ
ｉ＝ｎ＋１｝相

互独立，其中当Ｙｉ缺失时δｉ＝０，否则δｉ＝１。进一步假定Ｅ（ε｜珟Ｘ）＝０，令ｕ（珟Ｘ）＝Ｅ（Ｘ｜珟Ｘ），则基于完全观测
数据，模型（０１）可改写为

δＹ＝δｕΤ（珟Ｘ）β＋δη， （１１）
其中η＝ε＋ＸΤβ－ｕΤ（珟Ｘ）β。

利用核实数据，在珟Ｘ＝珓ｘ的情况下用Ｘ的核回归来估计模型（１１）的回归系数ｕ（珟Ｘ），ｕ（珟Ｘ）的估计定义为

ｕ^ｍ（珓ｘ）＝
∑
ｎ＋ｍ

ｉ＝ｎ＋１
ＸｉＫ

珟Ｘｉ－珓ｘ
ｈ( )
ｍ

∑
ｎ＋ｍ

ｉ＝ｎ＋１
Ｋ
珟Ｘｉ－珓ｘ
ｈ( )
ｍ

， （１２）

其中Ｋ（·）为核函数，ｈｍ是收敛于０的窗宽。
定义β的估计量是

Ｓｍ，ｎ（β）＝
１
ｎ∑
ｎ

ｊ＝１
δｊ（Ｙｊ－ｕ^ｍ（珟Ｘｊ）β）

２＋１ｍ ∑
ｎ＋ｍ

ｉ＝ｎ＋１
δｉ（Ｙｉ－ＸΤｉβ）

２ （１３）

的最小值。由式（１３）可得β的估计量为
β^ｍ，ｎ＝Σ^

－１
ｍ，ｎＡ^ｍ，ｎ， （１４）

这里，^Σｍ，ｎ＝
１
ｎ∑
ｎ

ｊ＝１
δｊ^ｕｍ（珟Ｘｊ）^ｕΤｍ（珟Ｘｊ）＋

１
ｍ ∑

ｎ＋ｍ

ｉ＝ｎ＋１
δｉＸｉＸΤｉ，Ａ^ｍ，ｎ＝

１
ｎ∑
ｎ

ｊ＝１
δｊ^ｕｍ（珟Ｘｊ）Ｙｊ＋

１
ｍ ∑

ｎ＋ｍ

ｉ＝ｎ＋１
δｉＸｉＹｉ。

令Ｄｋ是定义在ＲＰ上的连续函数族，并且满足 
ｉ１

ｘｉ１１
ｉ２
ｘｉ２２
…
ｉｐ
ｘｉｐｐ
ｆ（ｘ１，…，ｘｐ）一致有界。对任何向量 α，用

‖α‖表示Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ模。给出正则条件（下列条件统称为条件Ａ）：
（Ａ·Ｘ）Ｅ‖Ｘ‖２＜∞。
（Ａ·Ｙ）ＥＹ２＜∞。
（Ａ·ε）ｓｕｐ珓ｘＥ［ε

２｜珟Ｘ＝珓ｘ］＜∞。

（Ａ·ｕ）ｕ（·）∈Ｄｋ，ｋ＞ｐ＋１。
（Ａ·Ｋ）Ｋ（·）是非负有界的ｋ阶核函数，且具有有界支撑。
（Ａ·珘Ｘ）（１）存在一正常数序列ηｎ满足ｎＰ（ｆ珓ｘ（珟Ｘ＜ηｎ）→０；（２）ｆ珓ｘ∈Ｄ

ｋ。

（Ａ·ｈｍ）（１）ｍｈ
２ｐ
ｍ η

２
ｎ→∞；（２）ｍｈ

２ｋ
ｍ→０。

（Ａ·ｎｍ）ｎｍ→λ，λ≥０为常数。

（Ａ·Σ）Σ＝Ｅ［δｕ（珟Ｘ）ｕΤ（珟Ｘ）］＋Ｅ［δＸＸΤ］为正定。
定理 １１　假设条件Ａ成立，则有

槡ｎ（^β－β →）
ｄ
Ｎ（０，Σ－１ＶΣΤ），

其中Ｖ＝Ｅ［δｕ（珟Ｘ）ｕΤ（珟Ｘ）（Ｙ－ｕΤ（珟Ｘ）β）２］＋λ｛Ｅ［δｕ（珟Ｘ）ｕΤ（珟Ｘ）［δ（（Ｘ－ｕΤ（珟Ｘ））Τβ）］２］＋
Ｅ［δＸＸΤ（Ｙ－ＸΤβ）２］＋２Ｅ［（Ｙ－ＸΤβ）（（Ｘ－ｕΤ（珟Ｘ））Τβ）ＸｕΤ（珟Ｘ）］｝。

这里 β^ｍ，ｎ的渐近方差由 Ｖ^＝Σ^
－１
ｎ，ｍ［^Ｖ１＋Ｖ^２］^ΣΤｎ，ｍ一致估计，^Σ

－１
ｎ，ｍ同式（１４）定义，并且

Ｖ^１＝
１
ｎ∑
ｎ

ｊ＝１
［δｊ^ｕｍ（珟Ｘｊ）^ｕΤｍ（珟Ｘｊ）（Ｙｊ－ｕ^Τｍ（珟Ｘｊ）^βｍ，ｎ）

２］，

Ｖ^２＝
ｎ
ｍ２
∑
ｍ

ｉ＝１
｛［δｉ^ｕｍ（珟Ｘｉ）^ｕΤｍ（珟Ｘｉ）［δｉ（（Ｘｉ－ｕ^Τｉ（珟Ｘｉ））Τβ^ｍ，ｎ）］

２］＋［δｉＸｉＸΤｉ（Ｙｉ－ＸΤｉ β^ｍ，ｎ）
２］＋

２［（Ｙｉ－ＸΤｉ β^ｍ，ｎ）（（Ｘｉ－ｕ^Τｉ（珟Ｘｉ））Τβ^ｍ，ｎ）Ｘｉ^ｕΤｉ（珟Ｘｉ）］｝。
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２　响应均值的估计

记响应均值ＥＹ＝θ，下面基于上述回归系数的估计量 β^ｍ，ｎ，给出θ的估计量及其渐近性质。

定义 ２．１　θ^Ｉ＝
１
ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
｛δｉＹｉ＋（１－δｉ）^ｕΤｍ（珟Ｘｉ）^βｍ，ｎ｝。

定义 ２２　θ^ｐ＝
１
ｎ∑
ｎ

ｉ＝１

δｉ
Ｐ^（珟Ｘｉ）

Ｙｉ＋ １－
δｉ

Ｐ^（珟Ｘｉ( )）ｕ^Τｍ（珟Ｘｉ）^βｍ，{ }ｎ ，

这里 Ｐ^（珟Ｘｉ）＝
∑
ｎ

ｉ＝１
δｉＫ

珟Ｘｉ－珓ｘ
ｂ( )
ｎ

∑
ｎ

ｉ＝１
Ｋ
珟Ｘｉ－珓ｘ
ｂ( )
ｎ

为Ｐ（珟Ｘ）＝Ｐ（δｉ＝１｜珟Ｘｉ＝珓ｘ）的核估计。

定理 ２１　在条件Ａ成立下，有

槡ｎ（^θＩ－θ →）
ｄ
Ｎ（０，ＶＩ），

其中ＶＩ＝Σ１＋βΤΣ３β－２ΣΤ４βθ＋θ
２＋ΣΤ２（Σ

－１ＶΣΤ）Σ２＋ΣΤ２（Σ
－１ＶΣΤ）Σ５。记Σ１＝Ｅ［δ（ＹｕΤ（珟Ｘ）β）

２］，Σ２＝
Ｅ［（１－δ）ｕ（珟Ｘ）］，Σ３＝Ｅ［ｕ（珟Ｘ）ｕΤ（珟Ｘ）］，Σ４＝Ｅ［ｕ（珟Ｘ）］，Σ５＝Ｅ［δｕ（珟Ｘ）］。这里 θＩ的渐近方差 ＶＩ的估计
Ｖ^Ｉ为

Ｖ^Ｉ＝Σ^１＋β^ΤΣ^３β^－２^ΣΤ４ β^^θ＋^θ
２＋Σ^Τ２（^Σ

－１Ｖ^^ΣΤ）^Σ２＋Σ^Τ２（^Σ
－１Ｖ^^ΣΤ）^Σ５，

且

Σ^１＝
１
ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
［δｉ（Ｙｉ－ｕ^Τｍ（珟Ｘｉ）^β）

２］，Σ^２＝
１
ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
［（１－δｉ）^ｕｍ（珟Ｘｉ）］，

Σ^３＝
１
ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
［^ｕｍ（珟Ｘｉ）^ｕΤｍ（珟Ｘｉ）］，^Σ４＝

１
ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
［^ｕｍ（珟Ｘｉ）］，^Σ５＝

１
ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
［δｉ^ｕｍ（珟Ｘｉ）］。

定理 ２２　在条件Ａ成立下，当ｎｂ４ｎ→０，ｎｂｎ→∞时，有

槡ｎ（^θｐ－θ →）
ｄ
Ｎ（０，Ｖｐ），

其中，ＶＰ＝Σ１Ｐ＋βΤΣ３β－２ΣΤ４βθ＋θ
２＋ΣΤ２Ｐ（Σ

－１ＶΣΤ）Σ２Ｐ＋ΣΤ２Ｐ（Σ
－１ＶΣΤ）Σ５Ｐ，且

Σ１Ｐ＝Ｅ
δ（Ｙ－ｕΤ（珟Ｘ）β）２

Ｐ（珟Ｘ( )）
＝
Σ１

Ｅ（δ｜珟Ｘ）
，Σ２Ｐ＝Ｅｕ（珟Ｘ）－

Ｅ（δｕ｜珟Ｘ）
Ｅ（δ｜珟Ｘ( )） ，Σ５Ｐ＝ Σ５

Ｅ（δ｜珟Ｘ）
。

３　定理的证明

定理１１的证明类似于文献［６］中定理２１的证明。
定理２１的证明

槡ｎ（^θＩ－θ）＝
１

槡ｎ
∑
ｎ

ｉ＝１
［（δｉＹｉ＋（１－δｉ）^ｕΤｍ（珟Ｘｉ）^βｍ，ｎ）－θ］＝

１

槡ｎ
∑
ｎ

ｉ＝１
δｉ（Ｙｉ－ｕΤ（珟Ｘｉ）β）＋

１

槡ｎ
∑
ｎ

ｉ＝１
（１－δｉ）ｕΤ（珟Ｘｉ）（^βｍ，ｎ－β）＋

１

槡ｎ
∑
ｎ

ｉ＝１
（ｕΤ（珟Ｘｉ）β－θ）＋

１

槡ｎ
∑
ｎ

ｉ＝１
（１－δｉ）（^ｕｍ（珟Ｘｉ）－ｕ（珟Ｘｉ））Τβ^ｍ，ｎ＝

Ｂｎ１＋Ｂｎ２＋Ｂｎ３＋ｏＰ（１），
由中心极限定理，显然有

Ｂｎ →１
ｄ
Ｎ（０，Σ１），

Ｂｎ →３
ｄ
Ｎ（０，βΤΣ３β－２ΣΤ４βθ＋θ

２）。

再由定理１１，有
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Ｂｎ →２
ｄ
Ｎ（０，ΣΤ２（Σ

－１ＶΣ－Τ）Σ２）。
经简单推导得

ｃｏｖ（Ｂｎ１，Ｂｎ３）＝０，ｃｏｖ（Ｂｎ２，Ｂｎ３）＝０，ｃｏｖ（Ｂｎ１，Ｂｎ２）＝ΣΤ２（Σ
－１ＶΣ－Τ）Σ５。

定理得证。

定理２２的证明

槡ｎ（^θＰ－θ）＝
１

槡ｎ
∑
ｎ

ｉ＝１

δｉ
Ｐ^（珟Ｘｉ）

Ｙｉ＋ １－
δｉ

Ｐ^（珟Ｘｉ( )）ｕ^Τｍ（珟Ｘｉ）^βｍ，ｎ－[ ]θ＝
１

槡ｎ
∑
ｎ

ｉ＝１

δｉ
Ｐ（珟Ｘｉ）

Ｙｉ＋ １－
δｉ

Ｐ（珟Ｘｉ( )）ｕ^Τｍ（珟Ｘｉ）^βｍ，ｎ[ ＋

δｉ［^Ｐ（珟Ｘｉ）－Ｐ（珟Ｘｉ）］

Ｐ２（珟Ｘｉ）
（Ｙｉ－ｕ^Τｍ（珟Ｘｉ）^βｍ，ｎ）－ ]θ＋ｏＰ（１）＝

１

槡ｎ
∑
ｎ

ｉ＝１

δｉ
Ｐ（珟Ｘｉ）

（Ｙｉ－ｕΤ（珟Ｘｉ）β）＋
１

槡ｎ
∑
ｎ

ｉ＝１
１－

δｉ
Ｐ（珟Ｘｉ( )）ｕΤ（珟Ｘｉ）（^βｍ，ｎ－β）＋

１

槡ｎ
∑
ｎ

ｉ＝１
（ｕΤ（珟Ｘｉ）β－θ）＋

１

槡ｎ
∑
ｎ

ｉ＝１

δｉ［^Ｐ（珟Ｘｉ）－Ｐ（珟Ｘｉ）］

Ｐ２（珟Ｘｉ）
（Ｙｉ－ｕΤ（珟Ｘｉ）β）＋ｏＰ（１）＝

Ｔｎ１＋Ｔｎ２＋Ｔｎ３＋Ｔｎ４＋ｏＰ（１）。
类似文献［７］的证明有Ｔｎ４＝ｏｐ（１），
由中心极限定理有

Ｔｎ →１
ｄ
Ｎ（０，Σ１Ｐ），

Ｔｎ →３
ｄ
Ｎ（０，βΤΣ３β－２ΣΤ４βθ＋θ

２）。

再由定理１１有

Ｔｎ →２
ｄ
Ｎ（０，ΣΤ２ｐ（Σ

－１ＶΣ－Τ）Σ２ｐ）。

由 Ｅ
δ（Ｙ－ｕΤ（珟Ｘ）β）

Ｐ（珟Ｘ）
（ｕΤ（珟Ｘ）β－θ( )） ＝ＥＥ δ（Ｙ－ｕΤ（珟Ｘ）β）

Ｐ（珟Ｘ）
（ｕΤ（珟Ｘ）β－θ( )） Ｙ，珟[ ]{ }Ｘ ＝

Ｅ?（Ｙ－ｕΤ（珟Ｘ）β）（ｕΤ（珟Ｘ）β－θ）｜珟Ｘ」＝０
可知ｃｏｖ（Ｔｎ１，Ｔｎ３）＝０，同理可得 ｃｏｖ（Ｔｎ２，Ｔｎ３）＝０，从而易知 ｃｏｖ（Ｔｎ１，Ｔｎ２）＝ΣΤ２Ｐ（Σ

－１ＶΣ－Τ）Σ５Ｐ。定理得
证。
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