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间接边界单元法在海洋钢结构钢板断裂问题中的应用

徐泽民，杨帆

(海洋石油工程股份有限公司天津300452)

摘要：海洋石油钢结构在海上的每一次断裂事故都会带来严重的灾难，造成巨大的财产损失，而用常规的有限单元法计

算裂缝尖端的应力场，不仅计算精度差，且计算量较大。本文利用直接边界元的思想，在薄板弯曲理论的基础上建立间

接边界积分方程，并推导出含裂缝板弯曲的边界积分方程式。间接边界积分方程形式简单且便于离散，程序编制方便。

由于积分核的奇异性较高，本文提出了新的几何方法对积分核的奇异性进行处理，取得了很好的效果。最后，用Madab

编制了相应的程序，和理论解进行了比较，误差在容许范围内。
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1概述

边界单元法是分析含裂缝板弯曲的一种有

效方法。和有限单元法相比，边界单元法有着很

多自身的优点。具有奇异性的基本解可以更好

的表示出裂尖附近应力场，因而更适合分析断裂

问题。另外，奇异积分方程可以转化为稳定的代

数方程组，并且使维数降低一维，不用像有限元

一样在域内全部离散，这样在很大程度上可以减

少误差。

然而对于含裂缝板的弯曲问题的边界元分

析，国内仅限于直接法，从笔者掌握的资料看，目

前国内还没有发表间接边界元分析含裂缝薄板

弯曲问题的文章，国外也只有少量关于这方面的

文章。因此对这方面的研究还相当的欠缺。

本文使用的是边界单元法中的间接边界单

元法，利用直接边界元法处理裂缝的思想，建立

并推导出含裂缝薄板的间接边界积分方程。由

于间接边界元法同样具有较高的奇异性，本文还

用新的几何方法对积分核的奇异性进行较精确

的处理，使计算结果准确。另外间接边界元法由

于方法简单，在方程推导和离散过程中有很大的

优势，程序的编制也相对简单。

2积分方程的建立：

2．1基本解

薄板弹性曲面微分方程为”l】

。e+2蛊+》=g眨·，
式中D为薄板的弯曲刚度，q为作用于板面的横

向荷载。

如图1所示，在平面上有正交各项同性薄

板，板厚度为h。在整体坐标系z一'，下虚拟荷载

仇瞎，'7)和m。皓，71)分别表示板边界上的横向荷载

和弯矩。So-／To和Sl-n,。分别表示观察点和积分点

处的局部坐标系。t,ff，叼)表示边界上积分点，t。

表示边界上的观察点，r。表示裂缝边界，r。表示

不含裂缝的普通边界，p。表示观察点戈方向到s。

的转角，妒．表示积分点上菇方向到s，的转角。

图1板坐标系示意图

在虚拟荷载和实际荷载作用下，薄板挠度可

以表示为‘11

dx，力=Wk(舌叩)，％g刃)】+％(x，力 (2．2)

这里，
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w[q。(毒叩)，％(孝，叩)】= (2．3)

列吼(己叩)q∽只二吁)+％(己叩)丢仁瓴硝玎)l幽rL V¨1 J

top(x,y)表达式为：

啤(x，y)=jp(x,y)Gq(x，y；己叩)棚 (2．4)

为方程(2．1)的基本解嗍：

q(w；己叩)。孟，2 111r (2．5)

r表示观察点到积分点之间的距离。

Gm是单位力偶作用下板的基本解，即在集

中荷载作用下板基本解的方向导数。它的形式

为【91，

q(J，y；己叩)=尝一q(x，y；专叩) (2．6)

％

2．2积分方程理论推导

当板受到横向荷载作用时，板挠度应该满足

控制方程(2．1)。

在给定边界上边界条件的表达式为：

对于固定边：to(x,y)Ir=O，O．(x,y)lr=O (2．7．a)

对于简支边：∞@∥)II二0以G，y)l产0 (2．7．b)

对于自由边：腹@力I产0，KG∽f产0 (2．7．c)

这里以，胞，K分别表示板边界上法向转角，

弯矩和等效剪力。由弹性力学基本公式可得u2】：

秽。(训)：掣 (2．8．a)

Ms(x,y)=-D『学+u学](2．8∽
驰咖一D『掣坤刊学](2．8∽

方程(2．8．a)，(2．8．b)，(2．8．c)的边界值问题

可以用边界积分方程表示出来。利用直接边界

单元法解决裂缝问题的思想，挠度∞0∥)可以用

下面的积分方程表示：

n，(工，y)=coax，y)+JLq(f，叩)q(石，y；己叩)+
r1

％g刃)吒(x，y；己叩)fdsl+

f[％(亭，叩)q(剐P；己玎)+L9)
F。o

Z(专瑁)Gr(工，y；掌，叮)l西1

这里r。表示普通边界，ro表示裂缝。源点函

数％和工表示法向转角和挠度在裂缝处的突变系

数。G作为和g有关的基本解的形式为：

G“彤毒叩)2赤，2ln， (2．10．a)

，=G书2+(广田)2表示积分点和观察点之间
的距离。

在边界上作用单位力偶产生的基本解形式

为：
匀

瓯(工，y；己呷)=÷q(x，y；孝刃)
UrIl

， (2．10．b)
=- ，．

)od_‰'---L，(2
1n+1)sin(qll--aj

裂缝处法相转角y。和挠度工的不连续所产

生的基本解为G和缈1：

G!r(Ⅵ；芎,r1)：一亟譬趔D
咖1

(2．10．c)

=去『2ln，+l+2sin2地一仪)]
8冗L

¨1 7J

G，(x，y；号,TI)：一旦鱼王掣D。

吼 ：．10．d)

=去sin"0【)[1+2COS2吼叫]
如图2和图3所示，p表示整体坐标系z方向

和局部坐标系观察点处切线方向的夹角。妒。表

示整体坐标系算方向和局部坐标系积分点处切

线方向的夹角。利用一些基本的几何关系【51，方

程(2．1)的解可以用下面的方程表示出来：

图2观察点上各物理量示意图

Fig．2 System at an observation point

n

图3积分点上各物理量示意图

Fig．3 System at asource point On the boundary
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嘶，y)2q(训)+志皿(细)，2 1n，．+

％(号，11)r(2Inr+1)sin(qol一0c)]凼1

+上。。．fb。(毛，n)(2111，．+1+2sin2@，一0c))]幽‘2-11’

+击』l嘶)吾sin"仪)(1+2cos2"仅))b
把方程(2．11)代入方程(2．8)，所有的边界积

分方程都可以建立起来：

e知，力=e，(训)+志』h氓砂(21ar+1)sill。。h

+赤p㈤mr+1mB+2si啦-Q,)sineo]幽(2．12．a)

+击』[Y属n，÷c一咖00+2cosoo co峨峨，s嘶-叫)]凼

+击』{^心巾吉【2co“柏。+，鼬+cos(∞。+，po)+3cos(200+附】}幽

射。(J，力=肘，“)，)一击J如馐川)【2(1+u)(1n，+1)一(1一u)c08∞。】)凼

+去“％延，T1)；【(1一u)sirI(o。+p。)cos20。+2cosp。sine。+
+20sin ocosOo】汹

+等爿Y。心m吉阶一1)c∞砜一(1+u)cos2(00+B。)+
+舢一1)oos(4e。+2B。)】}籼 (2．12．b)

一尝』仁心川)专【(1十u)sin3(0。+氐)一
一3舢一1)cos(Oo+Bo)sin(400+2Bo)1汹

K(五力=％(毛y)+去“口馐川)吾sin。。[2一(1--1))COg舶。】}幽
一击』％代川)吉{c。s(硪+氐)+半【sine。sin(3e0+B。)一
-cos(O。+B。)cos30。】池

+罢少．代，”)专【2舢一1)sin3e。一3m—1)sin(5B。+2B。)+
+∞一5)sin(30。+213。)]扭。

+箬』z代，T1)专{(5一u)cos(4e0+3p。)+(U一1)[cos(∞。+B。)+
+4cos(600+300)1}出I f，12 r)

这里，Oo=a一妒，月O=；妒一妒。

∞，x，力是在特定边界值问题和特定横向荷

载作用下的特解，把特解∞，@，y)带入方程(2．8)，

、并求出相应的偏导数，就可以得到特解以@，力，

尬@∽和K@∥)的值。

3边界积分方程的推导，分析和求解：

对于上面推导出来的积分方程(2．12)对于

域内任意一点都是成立的。当积分点靠近观察

点时，这些积分方程只能以极限的形式表示出

来。

J Y

r

／(x，y)
／

j／ r￡

一6
tl

●——

6

图4计算极限时的简化坐标系

Fig．4 Simplifted coordinate system for limit assessments

当积分点靠近观察点时，积分方程中奇异项

的极限值必须加以分析，对于积分方程含有一个

奇异性为l／r的核，考虑一个很小的边界r。，这个

边界的长度为26(如图4所示)。假设函数在小

边界r。上的值为一个常数，可以用这个简化的坐

标系来计算式(3．1)的值”I：

私∽=击』掣sino。幽(3．1．a)
6(x,y)=击』掣cos。。幽(3．1．b)

巧似加去』掣cos孙in。。幽(3．1．c)
聃川=击』掣cos孙ose。幽(3．1．d)
弘∽=击J掣sm孙。s。。幽(3．h)
驰川=去』掣sin孙i11呐(3．1．f)
当观察点靠近积分点时极限值可用下面的

式子表示出来：

F·@∥)=1／2f(x,y)+F·’@，力 (3．2．a)

几(鬈∥)=凡0'y) (3．2．b)

凡G，y)_F3(x力 (3．2．c)

凡@∽=凡@，y) (3．2．d)

凡@力=1／4f(x,y)+F5’@力 (3．2．e)

F6(x力=凡@，y) (3．2．f)

对于边界积分方程(2．11)和(2．12)的离散会

产生不同的积分核，离散积分项的积分核有不同

的奇异性。对于弱奇异性和奇异性的计算，由上

面的方法已经能够很好的解决，由于边界积分方

程(2．11)和(2．12)是关于含裂缝薄板弯曲问题，
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所以它的表达式和一维积分的离散具有局阶和

超高阶奇异性，这是问题的关键。

对于含有奇异性和高阶奇异性的积分核，可

以采用下面的方法：根据图4所示边界上的常单

元[苟，翻，积分点在常单元内逼近观察点，存在

下面的关系嘲：

塞疵+石Oir延=塞西t cos叩，+责幽sin币t。3．3，
=一cos(qol一0【)豳1

de)=吉cos瓴一a)幽一吉cos@一吼一2a)ds。r ，．‘ ，．’

：一c。s(Q一0【)d(三)一—1三-sin唧一0【)sin@l一0c)dsI
r r‘

‘ ‘

2砉c。晌t一0【)幽 (3·4·a)

d(砉)2寺。。s@咱)dsl (3．4．b)

d(≯2号。os@飞)dsl 4·c)

把(3．3)，(3．4)式代入积分方程(2．11)(2．12)

得至lko(t。)，巩(曲，坛(￡。)，Vo(t。)的间接边界积分方程

的具体形式：

∞“)=哆心)+赤且吼(t1)r2lnr+mAt,)r(2Inr+1)sin(‘p,一a)]幽

+击p，(t,)(21nr+1+2sin2吼叫)h一 (3抛5)

一圭舶)+去』[肌)lsin(qh-a×1+2啷2"a))卜
9。(fo)=o。(～)+-击DD 7(

+志一(‘)【(21nr+1)cos[3+2s嘶咱)sjIIe】凼t一

一扣咖击肚㈨吉(一曲00+zcosec鸱删s嘶t—a))]幽+
+掣{如s唧。+p0)+co印o+213。)+伽Ooj；l：+
+i，11-sin(300+Bo)3in(B川汹l+

o置∽

击rf{‘(‘)专[2c。“40。+3艮)+。。“∞。+3B。)+3c。“2。。+p。)】}凼-
2通过解方程组(3．5)，未知源点函数q(t-)，

m(t，)，心．)，f(t。)就被唯一确定，未知函数在所有边

界上的值都变为已知。这样在边界上和域内所

有的挠度和应力值都可以计算出来。

4数值计算方法和实施

通常情况下，得到边界积分方程的精确解是

很困难的，就要采用数值方法来近似计算，即间

接边界单元法。间接边界单元法单元的形式有

M(fo)=M—o(to)一击』妇(啪【2(1+1)xhr+1)一(1—1))c*∞。】)出·+

+；m(fo)+去』{％(‘)÷【(1一u)shl(e。+B。)ms2B。+2cosp。sine。+
+2v sin。cos0。B斗

+石D Y舢){[(1训c郴。氓)-(1㈨co印。哦)+(U-1)c*∞。峨)批+

+2∞一I)磅sin(3％+p。)s洒(Bo+氏)凼}+

+鲁肌‘)专胁_1)一即(1+嘶2"M+ (35c)

+舢一1)cos(帕。+26。)】№

一昙小“)吉[(1+咖in3(00+D0)_

‰)=‰(fo)+j1弛)+去外㈤；sin。。【2-(i叫伽20。】)幽+
5与竽—～(fo)』专{3sin3。。sin(0。+9。)一sjn。。sin(30。+氐)}趣一

÷k“，[；㈣一半删。，]：一
一击』％(‘)吉{co《∞。+B。)+—1i-D一【si帕。s咄拍。+B。)一

--C。OS(O，0+8。’r390№+ (3．5．d)

+昙少．“)专[2(1一u)sin瓢一30一u)sin(飘+2B。)+
uJm7

+(V一5)sin080+2po)】幽+

+罢工(～)尔5一V)cos090+2B。)+3(V一1)cos39。“co“赞。+2B。)磅B+

州v-l’?b71 s岬。+B。)sin(‰+2p。埔}+
+篆J五(‘)专{(5一V)co《柏。+3艮)+(v一1)【3cm(柏。+f30)+
+4cos(000+3Bo)№

很多，常用的有常单元、线性单元、二次单元和高

次单元。本文采用的是常单元：因为在分析及数

值计算过程中，它相对简单且精度不低。

4．1算例

在单位均布荷载作用下四边简支的方板，薄

板中间含有对称的线性裂缝，如图5所示板和裂

缝的尺寸及大小。

卜—————』I_—————+_—————jL—t
图5板和裂缝的尺寸和形状

Fig．5 The size and shape ofthe plate with crack
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板的厚度t为0．4，板的宽度26为8．0，板中裂

缝的长度2口为0．8，由于板的厚度t和宽度26满

足关系式t／2b≤1／10，满足薄板弯曲理论的适用

条件。板的泊松比是O．3，弯曲刚度D为1。

由于裂缝边缘附近存在奇异性，单元划分就

显得十分重要。薄板普通边界的单元划分可以

是均匀的，但含裂缝板弯曲问题由于裂缝的存

在，使得应力和挠度值出现很大的变化，在裂缝

附近单元划分要相对密些，离裂缝较远的地方单

元划分可以相对粗些，这样才能在单元总数尽可

能小的情况下取得较好的精度。薄板上单元总

数为72个，其中32个单元是在裂缝边界上，40

个单元是在普通边界上。

4．2数值模拟的结果和比较

计算结果在图6中表示出来，图6表示的是

裂尖附近的集中弯矩，这个结果和不含裂缝板弯

矩进行比较，可以看出在裂缝的附近应力集中现

象是很明显的。这里还应注意的是在离裂缝较

远地方的弯矩和不含裂缝板在相同条件下弯矩

是很接近的，说明应力集中只在裂缝附近。

∞ 咕 1．0 1．5 20

板的x轴

弯曲

弯曲

图6含裂缝和不含裂缝的板的弯矩值比较

Fig．6 Comparison ofbending moments

在含裂缝板弯曲问题中，第一类强度因子

是最重要的”l】：这里定义弯矩强度因K。=12z／h3·

k，，z表示到中性轴的距离，^表示板厚。应力强

度因子毛=lim屙，(，．，o)(盯，：—6M_yf(r,一0)，r表”∞ 厅。

示到裂尖的距离)。经过计算，得到强度因子的边

界元解，并和应力强度因子手册解进行比较吲，如

表l所示：
表1强度因子的比较

应力强度因子 弯矩强度因子

@，) (墨)

边界元解 0．988 37．04

强度因子手册计算 1．002 37．58

可以说明边界元解和理论解符合的很好，

迸一步说明了本文推导的间接边界积分方程的

正确性，以及它在薄板含裂缝情况下的适用性。

5讨论与总结

通过算例，说明本文提出的用直接边界元的

思路，把间接边界积分方程推广到含裂缝板弯曲

问题的思想是正确的，是解决含裂缝板弯曲问题

的一种有效方法。本文在处理高阶积分核奇异

性时，由于算式中关于角度的变量很多，直接计

算是相当困难的，所以坐标系的适当选取和简化

也是十分重要的。间接边界元法的公式推导相

对简单，在相对较少计算量的情况下具有较高的

精度，在计算弯矩强度因子和应力强度因子上都

取得了很好的效果。由于间接边界元自身特点，

笔者认为间接边界元法在解决问题时有很多自

身的优点，是直接边界元所不能相比的。但是国

内从事间接边界元工作的同志很少，这样在一定

程度上限制了间接边界元的发展，使间接边界元

的发展远落后于直接边界元。

由于前人很少做含裂缝板的弯曲问题，本文

在数值比较过程中缺少数据，所以算例只能局限

在几种相对简单的情况上。
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界面剪力计算公式，但本文的计算公式是在短期

荷载效应影响下建立的，并没有考虑混凝土的收

缩、徐变及温度效应的影响，理论公式有待于试

验迸一步验证。
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