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2018考研数学（二）真题及答案解析（文都版） 

来源：文都教育 
一、选择题：1～8 小题，每小题 4 分，共 32 分.下列每题给出的四个选项中，只有一个选

项是符合题目要求的. 

1.若
2

1
2

0
lim(e ) 1x x
x

ax bx
→

+ + = ，则 

A.
1 , 1.
2

a b= = −                       B.
1 , 1.
2

a b= − = −  

C.
1 , 1.
2

a b= =               D.
1 , 1.
2

a b= − =  

 
答案：（B） 

解析： ( ) ( )
2

2 22

1 e 11
2 2 e 1

0 0
1 lim e lim 1 e 1

x

x
ax bx

x x ax bx xx
x x

ax bx ax bx
+ + −

⋅
+ + −

→ →
⎡ ⎤= + + = + + + −⎣ ⎦∵

 

2 3 3 2
2

2 20 0

1 11 ( ) 1e 1 2 6lim lim
e e

x

x x

x x x o x ax bxax bx
x x→ →

+ + + + + + −+ + −

= =

2 3

20

1 1(1 ) ( )
2 6lim

e x

b x a x x

x→

+ + + +

=  

1 0,
11, .1 20,

2

b
b a

a

+ =⎧
⎪∴ ∴ = − = −⎨

+ =⎪⎩  

2.下列函数中，在 0x = 处不可导的是 

A. ( ) sin .f x x x=             B. ( ) sin .f x x x=  

C. ( ) cos .f x x=               D. ( ) cos .f x x=

 答案：（D） 
解析：方法一： 

（A）
0 0 0

sin( ) (0)lim lim lim sin 0
x x x

x x xf x f x
x x x→ → →

−
= = = ，可导 

（B）
0 0 0

sin( ) (0)lim lim lim sin 0
x x x

x x xf x f x
x x x→ → →

−
= = = ，可导 

（C）

2

0 0 0

1
cos -1( ) (0) 2lim lim lim 0

x x x

xxf x f
x x x→ → →

−−
= = = ，可导 

（D）
0 0 0

1
cos -1( ) (0) 2lim lim lim

x x x

xxf x f
x x x→ → →

−−
= = 不存在，不可导 
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应选(D). 
方法二： 

因为 ( ) cos , (0) 1= =f x x f  

0 0 0

1
cos 1( ) (0) 2lim lim lim

x x x

xxf x f
x x x→ → →

−−−
= = 不存在 

( )f x∴ 在 0x = 处不可导，选（D） 

对 ( ) : ( ) sinA f x x x= 在 0x = 处可导 

对
3
2( ) : ( ) ~B f x x x x=i 在 0x = 处可导 

对 ( ) : ( ) cosC f x x= 在 0x = 处可导. 

3.设函数

2 , 1,
1, 0,

( ) ( ) , 1 0,
1, 0,

, 0.

ax x
x

f x g x x x
x

x b x

− ≤ −⎧
− <⎧ ⎪= = − < <⎨ ⎨≥⎩ ⎪ − ≥⎩

若 ( ) ( )f x g x+ 在 R 上连续，

则 

A. 3, 1.a b= =               B. 3, 2.a b= =  

C. 3, 1.a b= − =               D. 3, 2.a b= − =  

答案：（D） 

解析：
1, 0,

( )
1, 0.

x
f x

x
− <⎧

= ⎨ ≥⎩
∵

2 , 1,
( ) , 1 0,

, 0.

ax x
g x x x

x b x

− ≤ −⎧
⎪= − < <⎨
⎪ − ≥⎩

 

1 , 1,
( ) ( ) 1, 1 0,

1, 0.

ax x
f x g x x x

x b x

− ≤ −⎧
⎪∴ + = − − < <⎨
⎪ − + ≥⎩  

因为 ( ) g( )f x x+ 在 R 上连续，故 ( ) ( )f x g x+ 在 1, 0x x= − = 处连续 

( 1 0) 1f a− − = + ， ( 1 0) 2f − + = − ， 

(0 0) 1f − = − ， (0 0) 1f b+ = − ， 

3, 2a b= − = ，选择 D 

4.设函数 ( )f x 在[ ]0,1 上二阶可导，且
1

0
( )d 0,f x x =∫ 则 
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A.当 '( ) 0f x < 时，
1( ) 0.
2

f <
       

B.当 "( ) 0f x < 时，
1( ) 0.
2

f <  

C.当 '( ) 0f x > 时，
1( ) 0.
2

f <
       

D.当 "( ) 0f x > 时，
1( ) 0.
2

f <  

答案：（D） 

解析：（方法一）取 ( ) 2 1f x x= − ，和 ( ) 2 1f x x= − + ，可排除（A）(C). 

取
21( ) ( )

2
f x a x b= − + ， 由

1

0
( )d 0f x x =∫ 得

12
ab = − ， 当 ( ) 2 0f x a′′ = < 时 ，

1( ) 0
2 12

af b= = − > ，排除(B),故选（D） 

（方法二）由 Taylor 公式有：
21 1 1 ( ) 1( ) ( )

2 2 2 2 2
ff x f f x xξ′′⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞′= + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

当 ( ) 0f x′′ > 时，
1 1 1( )
2 2 2

f x f f x⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞′> + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

,ξ 在 0 和 x∈间. 

于是
1 1

0 0

1 1 10 ( )d
2 2 2

f x x f f x dx⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞′= > + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ ∫  

1 10
2 2

f f⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

，应选（D） 

(方法三) ( ) 0 ( )f x f x′′ > ⇒ ⇒凹   

1

0

1( )d
2

f x x f ⎛ ⎞> ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  

1 0
2

f ⎛ ⎞⇒ <⎜ ⎟
⎝ ⎠

.    

5.设
2

2 2 2
2

2 2 2

(1 ) 1d , d , (1 cos )d ,
1 ex

x xM x N x K x x
x

π π π

π π π
− − −

+ +
= = = +

+∫ ∫ ∫ 则 

A. .M N K> >               B. .M K N> >  
C. .K M N> >               D. .K N M> >  
    
答案：（C） 

解析：
( )2

2 2 2
2 2

2 2 2

1 2d = 1 d 1d
1 1

x xM x x x
x x

π π π

π π π
− − −

+ ⎛ ⎞= + =⎜ ⎟+ +⎝ ⎠∫ ∫ ∫ ， 

2

2

1 d
ex

xN x
π

π
−

+
= ∫ ，因为 e 1x x> + ，所以

1 1
ex

x +
<  
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( )2

2

1 cos dK x x
π

π
−

= +∫ ，1 cos 1x+ >  

即
1 1 1 cos

ex

x x+
< < +  

所以由定积分的比较性质 K M N> > ，应选（C）. 

6.
2 20 2 1 2

1 0
d (1 )d d (1 )d

x x

x x
x xy y x xy y

− −

− −
− + − =∫ ∫ ∫ ∫  

A.
5 .
3                  

B.
5 .
6

 

C.
7 .
3                  

D.
7 .
6

 

 
答案：（C） 

解析：积分区域 { } { }2 2( , ) 1 0, 2 ( , ) 0 1, 2D x y x x y x x y x x y x= − ≤ ≤ − ≤ ≤ − ≤ ≤ ≤ ≤ −∪  

如图所示 
因为 xy关于 x 为奇函数，1 关于 x 为偶函数 

所以
2 20 2 1 2

1 0
d (1 ) d (1 )d

x x

x x
x xy dy x xy y

− −

− −
− + −∫ ∫ ∫ ∫  

( )
21 2 1 2

0 0
2 d 1d 2 2 d

x

x
x y x x x

−
= = − −∫ ∫ ∫  

1
3 2

0

1 1 72 2
3 2 3

x x x⎛ ⎞= − − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

，应选（C）. 

 

7.下列矩阵中，与矩阵

1 1 0
0 1 1
0 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

相似的为 

A.

1 1 1
0 1 1
0 0 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.              B.

1 0 1
0 1 1
0 0 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

C.

1 1 1
0 1 0
0 0 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.              D.

1 0 1
0 1 0
0 0 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

答案：（A） 

解析：
1

1 1 0 1 1 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1

P P−

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

令 则  



                                                                                              世纪文都教育科技集团股份有限公司 

  5

1

1 1 0 1 1 1 1 1 0
0 1 0 0 1 1 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1

P AP−

− −⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

∵  

1 2 0 1 1 0 1 1 0
0 1 1 0 1 0 0 1 1
0 0 1 0 0 1 0 0 1

−⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

∴选项为 A 

8.设 BA, 为 n阶矩阵，记 )(Xr 为矩阵 X 的秩， ),( YX 表示分块矩阵，则 

A. )() ( ArABAr = .                                    B. )() ( ArBAAr = . 

C. { })(),(max) ( BrArBAr = .                  D. ) () ( TT BArBAr = . 

答案：（A） 
解析：易知选项 C 错 

对于选项 B 举反例：取
1 1 0 0
1 1 1 2

A B⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

0 0 1 1 0 0
, ( , )

3 3 1 1 3 3
BA A BA⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

则

 
( , ) ( )r A BA r A≠  

对于选项 D，举反例： 

1 0 0 0
,

0 0 1 0
A B⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

则 ( ) 2 ( )T Tr A,B r A ,B= ≠
 

 
二、填空题：9~14 小题，每小题 4分，共 24 分。 

9. 2

+
lim [arctan( 1) arctan ]
x

x x x
→ ∞

+ − =                .
 

答案：1 

解析： [ ]2lim arctan( 1) arctan
x

x x x
→+∞

+ −  

由拉格朗日中值定理可得： 

2

2lim 1. 1
1x

x x xξ
ξ→+∞

= = < < +
+

原式 其中
 

10.曲线
2 2 lny x x= + 在其拐点处的切线方程是                .

 
答案： 4 3y x= −  
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解析：
2 2 lny x x= + ，

22y x
x

′ = +  

2

22 0. 1, 1( )y x x
x

′′ = − = = = −由 可得 舍去
 

当 1x = 时， 4y′ = ，则切线方程为 4 3y x= − . 

11. 25

1 d
4 3

x
x x

+∞

− +∫ =                . 

答案：
1 ln 2
2

 

解析： 525 5

1 1 1 1 1 3 1( ) ln ln 2
4 3 2 3 1 2 1 2

xdx dx
x x x x x

+∞ +∞ +∞−⎛ ⎞= − = =⎜ ⎟− + − − −⎝ ⎠∫ ∫ . 

12.曲线

3

3

cos ,
sin

x t
y t

⎧ =
⎨

=⎩
在

4
t π
= 对应点处的曲率为                . 

答案：
2
3

 

解析：
2

2

3sin cos tan
3cos ( sin )

dy t t t
dx t t

= = −
−  

2 2

2 2 4

4

sec 1
3cos 3cos sin t

d y t
dx tsint t t π

=

−
= =
−

 
2

2

4 2, 1,
4 3

dy d yt
dx dx

π
= = − =当 时

 

3-2 2

2=
31 ( )

y
k

y

′′
=

′⎡ ⎤+⎣ ⎦  

13.设函数 ,z z x y=（ ）由方程
1ln ezz xy−+ = 确定，则

1(2, )
2

z
x
∂
∂

=                .

 

答案：
1
4

 

解析：
1ln zz e xy−+ =  

11 zz ze y
z x x

−∂ ∂
⋅ + =
∂ ∂ .

 

112, ln 1, 1
2

zx y z e z−= = + = =由 代入 可得  

11 12, , 1
2

zz zx y z e y
z x x

−∂ ∂
= = = + =

∂ ∂
代入  
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1
4

z
x
∂

=
∂

可得
 

 

14. 设 A 为 3 阶 矩 阵 ， 1 2 3, ,α α α 为 线 性 无 关 的 向 量 组 . 若

1 1 2 32= + +Αα α α α , 2 2 32= +Αα α α , 3 2 3= − +Αα α α ，则 A的实特征值为                . 

答案：2 

解析： 1 2 3 1 2 3 2 3 2 3( , , ) (2 , 2 , )A A Aα α α α α α α α α α= + + + +  

1 2 3 1 2 3

2 0 0
( , , , ) ( , , ) 1 1 1

1 2 1
A α α α α α α

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠  

1 2 3, ,α α α∵ 线性无关  

1 2 3( , , )P α α α∴ = 可逆 
1

2 0 0
1 1 1
1 2 1

P AP B−

⎛ ⎞
⎜ ⎟∴ = − =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠  

2 2

2 0 0
1 1 1 ( 2) ( 1) 2 ( 2)( 2 3) 0
1 2 1

E B
λ

λ λ λ λ λ λ λ
λ

−
⎡ ⎤− = − − = − − + = − − + =⎣ ⎦

− − −
∵

 

2
2.

B
A

∴

∴

的实特征值为

的实特征值为  

三、解答题：15~23小题，共 94 分.解答应写出文字说明、证明过程或写出步骤. 
15.（本题满分 10 分） 

求不定积分
2e arctan e 1d .x x x−∫  

解析：
2 arctan 1x xe e dx−∫  
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2

2
2

2
2

2

2

2

2

1 arctan 1
2
1 1arctan 1
2 2 1 1 2 1
1 1arctan 1
2 4 1
1 1arctan 1
2 4 1
1 1 1 1arctan 1 ( 1)
2 4 1
1 1 1arctan 1 1 ( 1)
2 4 1

1
2

x x

x x
x x

x x

x
x x

x

x
x x x

x

x
x x x

x

x x x x

x

e de

e ee e dx
e e

ee e dx
e
ee e de

e
ee e d e

e

e e e d e
e

e

= −

= − − ⋅
+ − −

= − −
−

= − −
−

− +
= − − −

−
⎛ ⎞

= − − − + −⎜ ⎟
−⎝ ⎠

=

∫

∫

∫

∫

∫

∫

( )

( )

3
2

3
2 2

1 2arctan 1 1 2 1
4 3

1 1 1arctan 1 1 1
2 6 2

x x x x

x x x x

e e e C

e e e e C

⎡ ⎤
− − − + − +⎢ ⎥

⎣ ⎦

= − − − − − +
 

16.（本题满分 10 分） 

已知连续函数 ( )f x 满足
2

0 0
( )d ( )d .

x x
f t t tf x t t ax+ − =∫ ∫  

（1）求 ( )f x ; 

（2）若 ( )f x 在区间[ ]0,1 上的平均值为 1，求a 的值

 

解析：(1)
0

0
( ) ( ) ( )( )

x

x
t f x t dt x t u x u f u du− − = − −∫ ∫  

0 0
( ) ( )

x x
xf u du uf u du= −∫ ∫  

0 0
( ) ( )

x x
x f u du uf u du= −∫ ∫  

2

0 0 0
(t) ( ) ( )

x x x
f dt x f u du uf u du ax∴ + − =∫ ∫ ∫  

求导得 

0
( ) ( ) 2

( ) ( ) 2
( ). 2 .
: ( ) 2

(0) 0 2 . ( ) 2 (1 )

x

x

x

f x f u du ax

f x f x a
y f x y y a

y f x Ce a
f C a f x a e

−

−

+ =

′⇒ + =
′= + =

= = +

= ∴ = − ⇒ = −

∫

令 则

解之得

显然
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(2)
1

0
( )

1
1 0

f x dx
=

−
∫∵

 
1 1

0
2 (1 ) 2 (1 1) 1

2

xa e dx a e

ea

− −∴ − = + − =

⇒ =

∫

 17.（本题满分 10 分） 

设平面区域 D由曲线
sin ,

2π
1 cos

x t t
t

y t
= −⎧

≤ ≤⎨ = −⎩
（0 ）与 x轴围成，计算二重积分 ( 2 )d d

D

x y x y+∫∫
 

解析：（利用形心坐标）

d d
d d d d

d d
D

D D
D

x x y
x x x y x x y

x y
= ⇒ =
∫∫

∫∫ ∫∫∫∫
， 

而 πx = ，于是 

( ) ( )
2π

0
d d π d d π 1 cos d sin

D D

x x y x y t t t= = − −∫∫ ∫∫ ∫
 

( ) ( )2π 2π2 2

0 0
π 1 cos d π 1 2cos cos dt t t t t= − = − +∫ ∫  

2π2π
0 0

1 cos 2π 2π 2sin d
2

tt t⎡ + ⎤
= − +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫

 

2π 2
0

1 sin 2
2π 2π 0 3π

2

t t⎡ ⎤+⎢ ⎥
= + + =⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎣ ⎦  

2π ( ) 2π 2 ( )
00 0 0

2 d d d 2 d d
y x y x

D

y x y x y y y x= =∫∫ ∫ ∫ ∫  

2π 2π2 2

0 0
( )d (1 cos ) . ( sin )y x x t d t t= = − −∫ ∫  

( )2π 2π3 2 3

0 0
(1 cos ) d 1 3cos 3cos cos dt t t t t t= − = − + +∫ ∫  

[ ] ( )2π 2π2π 2
0 0 0

1 cos 23sin 3 d 1 sin dsin
2

tt t t t t+
= − + + −∫ ∫

 
2π+3π 0 5π.= + =  

于是： ( ) 22 d d 3π 5π.
D

x y r y+ = +∫∫
 

18.（本题满分 10 分） 

已知常数 ln 2 1k ≥ − .证明：
21 ln 2 ln 1x x x k x− − + − ≥( )( ) 0 . 
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证明： ln 2 1k ≥ −  

（i）当0 1x< ≤ 时，只需证明： 

2ln 2 ln 1 0.x x k x− + − ≤  

令 ( ) 2ln 2 ln 1 , (1 0 ), (1) 0.F x x x k x x F= − + − ≥ > =  

2ln 2 2 2ln( ) 1 x k k x xF x
x x x

+ −′ = − + =
 

令
2 2( ) 2 2ln (0 1). ( ) 1 0xG x k x x x G x
x x

−′= + − < ≤ = − = <
 

故 ( ) ( ) (1) 2 1 2(ln 2 1) 1G x G x G k⇒ ≥ = + ≥ − +单调递减 2ln 2 1 ln 4 1 0.= − = − >  

故 ( ) 0 ( )F x F x′ > ⇒ 单增，从而 ( ) (1) 0F x F≤ = . 

(ii)当 1x ≥ 时，只需证明：
2ln 2 ln 1 0x x k x− + − ≥ 即可 

2 2 2 ln( ) ln 2 ln 1. ( ) k x xF x x x k x F x
x

+ −′= − + − =
， 

2( ) 2 2ln ( 1) ( ) ( 1)xG x k x x x G x x
x
−′= + − ≥ = ≥，  

令 ( ) 0 2G x x′ = ⇒ = ，令 ( ) 0 2G x x′ > ⇒ >  

令 ( ) 0 1 2.G x x′ < ⇒ ≤ <  

故 ( )G x 在 2x = 处取唯一极小值，即为最小值， 

(2) 2 2 2ln 2G k= + − 2 2(1 ln 2) 0k= + − ≥ . 

故 ( ) 0F x′ ≥ ,所以 ( )F x 在 (1, )+∞ 上单调增加，从而 ( ) (1) 0.F x F≥ = 证毕. 

19.（本题满分 10 分） 
将长为 2m 的铁丝分成三段，依次围成圆、正方形与正三角形. 三个图形的面积之和是否存

在最小值？若存在，求出最小值. 

解析：设圆的周长为 x ，正方形的周长为 y ，正三角形的周长为 z，则 2x y z+ + = 为限

制条件. 

目标函数为
2 2 2

2

3
4 16 4 3
x y zS
π

= + + ⋅
2 2 2

4 16 12 3
x y z
π

= + +
 

方法 1：拉格朗日乘数法 

2 2 2

( 2)
4 16 12 3
x y zL x y zλ
π

= + + + + + −
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由

0
2

0
8

0
6 3

2 0

x

y

z

xL

yL

zL

L x y zλ

λ
π

λ

λ

⎧ ′ = + =⎪
⎪
⎪ ′ = + =⎪
⎨
⎪

′ = + =⎪
⎪
⎪ ′ = + + − =⎩

解得

2 2

8 2

6 3 2

x
A

y
A

z
A

π⎧
= ×⎪

⎪
⎪ = ×⎨
⎪
⎪

= ×⎪
⎩

这里 2 8 6 3A π= + +  

由实际问题的背景可知： min 2 2 2 2

4 16 12 3 4 16 12 3S
A A A A
π π + +

= + + =
 

                         
2

4 16 12 3 1
(2 8 6 3) 4 3 3
π
π π
+ +

= =
+ + + +  

方法 2：记 1 1 1, ,
4 16 12 3

x y zx y z
π

= = =
 

则条件变为 1 1 14 16 12 3 2x y zπ + + =
 

目标函数变为：
2 2 2
1 1 1S x y z= + +

 

由 Cauchy 不等式得 ( )2
2

1 1 12 4 16 12 3x y zπ= + +
 

( ) ( )
2

1 1 14 , 16, 12 3 , ,x y zπ⎡ ⎤= ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦  

( ) ( )2 2 2
1 1 1 4 16 12 3x y z π≤ + + ⋅ + +

 

所以  
2 2 2
1 1 1

4 1
4 16 12 3 4 3 3

x y z
π π

+ + ≥ =
+ + + +  

min
1

4 3 3
S

π
∴ =

+ +  

方法 3： 2z x y= − −
 

2 2 2(2 )
4 16 12 3
x y x yS
π

− −
= + + ∗
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由

2 2 (2 ) 0
4 12 3
2 2 (2 ) 0
16 12 3

x

y

x x yS

y x yS

π
⋅ − −⎧ ′ = − =⎪⎪

⎨ ⋅ − −⎪ ′ = − =
⎪⎩

解得

2
4 3 3

8
4 3 3

x

y

π
π

π

⎧ =⎪ + +⎪
⎨
⎪ =
⎪ + +⎩

代入∗得 

min
1

4 3 3
S

π
=

+ +  

20.（本题满分 11 分） 

已知曲线
24: ( 0)

9
L y x x= ≥ ，点 (0,0)O ，点 (0,1)A .设 P 是 L上的动点，S 是直线OA与

直线 AP 及曲线 L所围图形的面积.  若 P 运动到点 ( )3, 4 时沿 x 轴正向的速度是 4，求此时

S 关于时间 t 的变化率. 

解析：由题意
3

4,
x

dx
dt =

=
 

0

2 2

0

3 3 3

1 (1 ) ( )
2

1 4 4(1 )
2 9 9

2 4 2 1
2 9 27 27 2

x

x

S y x y t dt

x x t dt

x x x x x

= + −

= + −

= + − = +

∫

∫  

于是
22 1

9 2
ds ds dx dxx
dt dx dt dt

⎛ ⎞= ⋅ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

从而
2

3

2 13 4 10.
9 2x

ds
dt =

⎛ ⎞= × + ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠  

21.（本题满分 11 分） 

设数列{ }nx 满足： 1
1 0, e e 1( 1, 2, ).n nx x

nx x n "+> = − = 证明{ }nx 收敛，并求 lim .nn
x

→∞
 

证明：①先证 0,nx > 易证 

②再证{ }nx 单减，由 1

01
0

n n
n

x x
x

n n

e e ee
x x

+
− −

= =
−

  拉格朗日中值定理   eξ，  (0, )nxξ ∈  

1n nx xξ+∴ = <  

{ }nx∴ 单减有下界，由此得 lim nn
x

→+∞
存在 

③设 lim ,nn
x A

→+∞
= 则 1A AAe e= −  
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0A⇒ =  
 
22.（本题满分 11 分） 

设实二次型
2 2 2

1 2 3 1 2 3 2 3 1 3( , , ) ( ) ( ) ( ) ,f x x x x x x x x x ax= − + + + + + 其中 a 是参数. 

（1）求 1 2 3( , , ) 0f x x x = 的解； 

（2）求 1 2 3( , , )f x x x 的规范形. 

解析：（1）

1 2 3

1 2 3 2 3

1 3

0
( , , ) 0 0 ,

0

x x x
f x x x x x

x ax

− + =⎧
⎪= + =⎨
⎪ + =⎩

而

 

1 1 1 1 0 2
0 1 1 0 1 1
1 0 0 0 2

A
a a

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= →⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

由 得

 

当 2a ≠ 时， ( ) 3r A = ，只有零解 1 2 3 0.x x x= = =  

当 2a = 时， ( ) 2r A = ，方程有无穷多解， 

通解为

1

2

3

2
1

1

x
x x k k

x

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

， 为任意常数. 

（2）由（1）知，当 2a ≠ 时 A可逆， 

令

1 1 2 3

2 2 3

3 1 3

y x x x
y x x
y x ax

= − +⎧
⎪ = +⎨
⎪ = +⎩

，即Y AX= ， 

则规范形为
2 2 2
1 2 3 ,f y y y= + +  

当 2a = 时， ( ) 2r A = ， 

令

1 1 2 3

2 2 3

3 3

y x x x
y x x
y x

= − +⎧
⎪ = +⎨
⎪ =⎩

，则 

2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 2

1 3( ) 2( ) ,
2 2

f y y y y y y y= + + + = + +
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令

1 1 2

2 2

3 3

12
2

3
2

z y y

z y

z y

⎧ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎪
⎪⎪ =⎨
⎪
⎪ =
⎪
⎪⎩

，则得规范形为
2 2
1 2f z z= + . 

23.（本题满分 11 分） 

已知 a是常数，且矩阵

1 2
1 3 0
2 7

a

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

A 可经初等列变换化为矩阵

1 2
0 1 1 .
1 1 1

a⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

B

 

（1）求 a； 

（2）求满足 AP=B的可逆矩阵 P. 
 
解析：（1）∵A 经过初得列变换化为 B 

∴ ( ) ( )r A r B=  

1 2 1 2 1 2
1 3 0 0 1 0 1
2 7 0 3 3 0 0 0

a a a
A a a

a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= → − → −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∵  

( ) 2 ( ) 2r A r B∴ = ∴ =　　 . 

由

1 2 1 2 1 2
0 1 1 0 1 1 0 1 1
1 1 1 0 1 3 0 0 2

a a a
B

a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= → →⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

得 2a = . 

（2）令 1 1 2 3 1 2 3( )P X X X B b b b= =， ， ， （ ， ， ） 

1 1 2 3 1 2 3 1 2 3( )AP A X X X AX AX AX b b b= = =， ， （ ， ， ）（ ， ， ） 

1 2 3i iAX b i∴ = =， ，，
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1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2
1 3 0 0 1 1 0 1 2 1 1 1
2 7 2 1 1 1 0 3 6 3 3 3

1 2 2 1 2 2 1 0 6 3 4 4
0 1 2 1 1 1 0 1 2 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

A B
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= → − − − − →⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − → − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

# #
# # #

# #

# #
# #
# #

（ ）

 

1 1AX b∴ = 的通解为

1

1 1 1

1

6 3 6 3
2 1 2 1 ,
1 0

k
X k k

k

− − +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

（ 1k 为任意常数） 

2 2AX b= 的通解为

2

2 2 2

2

6 4 6 4
2 1 2 1 ,
1 0

k
X k k

k

− − +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

（ 2k 为任意常数） 

3 3AX b= 的通解为

3

3 3 3

3

6 4 6 4
2 1 2 1 ,
1 0

k
X k k

k

− − +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

（ 3k 为任意常数）   

1 2 3

1 1 2 3

1 2 3

6 3 6 4 6 4
2 1 2 1 2 1

k k k
P k k k

k k k

− + − + − +⎛ ⎞
⎜ ⎟∴ = − − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

（其中 1 2 3, ,k k k 为任意常数） 

 

1 2 3

1 1 2 3 3 2

1 2 3

6 3 6 4 6 4
2 1 2 1 2 1

k k k
P k k k k k

k k k

− + − + − +
= − − − = −∵

 

当 2 3k k≠ 时， 1P 可逆,取可逆矩阵

1 2 3

1 2 3

1 2 3

6 3 6 4 6 4
2 1 2 1 2 1

k k k
P k k k

k k k

− + − + − +⎛ ⎞
⎜ ⎟= − − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

（ 1k 为任意常数，

2 3k k≠ ），使得 AP B= . 

 
 




